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استخدام التحويلات الهندسية في رسم الاقترانات

Using transformations for curve sketching
الاقتران الزوجي والفرديEven and Odd Function 

تعرفت سابقا على مفهوم الاقتران على انه علاقة بين مجموعتين الاولى تسمى المجال والثانية تسمى المجال المقابل بحيث ان كل عنصر في المجال له صورة واحدة فقط في المجال المقابل .اما مدى الاقتران فهو المجموعة الجزئية من المجال المقابل المكونة من جميع صور المجال .

ملاحظ : اذا لم يحدد المجال فهو اكبر مجموعة جزئية من الاعداد الحقيقية التي يكون الاقتران معرفا عليها.

ونظرا لاهمية الاقترانات فسوف نتعرض الى المزيد من خصائصها وطرق تمثيلها بيانيا.

اولا : الاقتران الزوجي Even Function    
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مثال :لدينا الاقتران ق : ح         ح 
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                             س          س 2    f(x) = x2
مثل الاقتران بيانيا

الحل
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1)نمثل الاقتران ق (س) بيانيا على المستوى الديكارتي بتكوين جدول لبعض  قيم س وقيم ص المناظرة لها :

[image: image36.png]


ثم نقوم بتعيين النقاط في الجدول السابق على المستوى الديكارتي 
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ونرسم منحنى الاقتران ق . انظر الشكل المقابل .                              -9

                                                                                          -8

لاحظ ان ق(-3)  =ق(3) ،                                                        -7

ق(-2) = ق(2). . . .                                                               -6

وبشكل عام :                                                                          -5

ق(- س) =ق(س) لكل س ينتمي الى ح                                          -4

ومن الرسم نلاحظ ان منحنى الاقتران ق(س)=س2                            -3

متماثل حول محور الصادات بمعنى انه لكل نقطة                             -2

   (س،ص)تقع على منحنى                                                         -1  
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الاقتران ق تكون النقطة (- س،ص)                        3      2     1         -1    -2     -3

واقعة على نفس المنحنى .                                                        

يسمى الاقتران الذي له هذه الخاصية بالاقتران الزوجي. 

تعريف :

يسمى الاقتران ق(س) اقترانا زوجيا اذا كان :ق(-س) =ق(س) ، لكل س ينتمي 

الى ح

ملاحظة: منحنى الاقتران الزوجي يكون متماثلا  حول محور الصادات والعكس صحيح بمعنى ان كل اقتران منماثل حول محور الصادات يكون زوجيا.

ثانيا : الاقتران الفردي Odd Function  
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مثال : لدينا الاقتران ق : ح        ح
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                              س        س3 
مثل الاقتران بيانيا 

الحل: نمثل الاقتران بيانيا على المستوى الديكارتي بتكوين جدول لبعض قيم ص المناظرة .

	س           
	-2
	-1
	0
	1
	2

	ق(س)
	-8
	-1
	0
	1
	8
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ثم نقوم بتعيين النقاط في الجدول السابق على المستوى الديكارتي ونرسم منحنى الاقتران ق ، انظر الى الشكل المقابل .     ص
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لاحظ ان :ق(-2) = - ق(2)                   8
ق(-1)= - ق(1)                                6
                                                     4
وبشكل عام :                                     2
                                 س                    
                                    3       2      1      -1   -2    -3
                                                     -2
     -4
                                                     -6
                                                     -8
ق(- س ) = - ق(س) لكل س ينتمي الى ح.

من الرسم نلاحظ ان منحنى الاقتران ق متماثل 

حول نقطة الاصل بمعنى ان منحنى ق ينطبق 

على نفسه عند دورانه حول نقطة الاصل 
بزاوية 180 ، وهذا يكافئ انه لكل نقطة

 (س،ص) تقع على منحنى الاقتران ق ، 

 تكون النقطة (- س ،- ص) واقعة على نفس المنحنى .

يسمى الاقتران الذي له هذه الصيغة بالاقتران الفردي.

تعريف :

يسمى الاقتران  ق(س) اقترانا فرديا اذا كان ق(- س) =- ق(س) لكل س ينتمي الى ح 

ملاحظة: منحنى الاقتران الفردي يكون متماثلا حول نقطة الاصل والعكس صحيح ، بمعنى ان كل اقتران متماثل حول نقطة الاصل يكون فرديا.

ملاحظة هامة : ليس بالضرورة ان يكون الاقتران زوجيا ام فرديا ، حيث ان الكثير من الاقترانات ليست زوجية وليست فردية.

اسئلة :

1) مثل بيانيا الاقترانات التالية ، وحدد من الرسم ان كان الاقتران زوجيا ام فرديا ام غير ذلك؟ 

أ)ق(س) = س2+ 1 

ب) ق(س) = س – 3 

ج)ق(س) =- س

د)ق(س)= 5

و)ق(س)=
[image: image1.wmf]س


2) اي الاقترانات التالية فردية  واي منها زوجية اثبت ذلك جبريا:

أ) ق(س) = س5                         

ب)ق(س) = س3 –س 

ج)ق(س) = س4 -3س2 
د)ق(س)= 8- س2 
3) اثبت انه اذا كان كل من ق(س) ،ﮬ(س) اقترانا زوجيا فإن مجموعهما (ق+ﮬ)(س) اقتران زوجي.

4) اعط مثالا عدديا يبين ان الاقترانات التالية ليست وليست زوجية :

أ)ق(س)=3س+1 

ب) ق(س) = س2 – س+1

ج) ق(س) =س2 – س

د) ق(س)  = س3 + س2  

رسم المنحنيات باستخدام التحويلات الهندسية 

Using transformations in sketching functions

تعلمنا ان الطريقة الاساسية لرسم منحنيات الاقترانات تتم عن طريق تكوين جدول لقيم س وقيم ص المناظرة ، وسوف نتعلم الآن كيفية استخدام التحويلات الهندسية لرسم منحنيات اقترانات اخرى وبدون اللجوء الى تكوين جداول لقيم س ، ص.

اولا :ا لتحويل ص = ق(س) 
[image: image2.wmf]±

 ج ،     ج> صفر. Y = f(x)  + c        
منحنى الاقتران ص1 = ق(س)+ج هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص =ق(س) بمقدار ج وحدة الى الاعلى.

منحنى الاقتران ص2 =ق(س)-ج هو انسحاب لمنحنى الاقتران ص =ق(س) بمقدار وحدة الى الاسفل .

مثال :

 استخدم الرسم الشكل ادناه لمنحنى الاقتران ق(س)=
[image: image3.wmf]س


لرسم كل من : 

1) ص1= 
[image: image4.wmf]س

 +  2                        2)  ص2 = 
[image: image5.wmf]س

 -3                                                                                                                                                    

ص1                                                                                                                                                          
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ق(س)
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                                                   2
ص2

                                                     -3
 الحل:  
1)  منحنى الاقتران ص1=
[image: image6.wmf]س

 +2هو انسحاب لمنحنى الاقتران 

ق(س)= 
[image: image7.wmf]س

  بمقدار وحدتين الى اعلى .

2) منحنى الاقتران ص2 =
[image: image8.wmf]س

- 3 هو انسحاب لمنحنى الاقتران ق(س)= 
[image: image9.wmf]س

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      

بمقدار ثلاث وحدات الى الاسفل.

لاحظ الشكل اعلاه
أسئلة :

1) اعتمادا على رسم منحنى الاقتران ق في كل من الاشكال التالية ، ارسم منحنى الاقتران ﮬ(س) المطلوب :

                                    ق(س) =س3
                                   ﮬ(س) = س3 -3  
                                                                            [image: image10.png]



[image: image11.png]



ق(س)=س2+2س 
ﮬ (س)=س2 + 2س+3

2)في الشكال التالي منحنى الاقتران ﮬ(س) هو انسحاب الى اعلى او الى اسفل للاقتران  ق(س) اكتب قاعدة الاقتران ﮬ (س).

 1)     ق(س) =س2-2س+1      


ثانيا : التحويل ص = ق(س
[image: image12.wmf]±

ج)،  ج> صفر.y= f(x+c)      
*منحنى الاقتران ص1= ق(س+ج) هو انسحاب لمنحنى الاقتران ق(س) بمقدار ج وحدة الى اليسار .

*منحنى الاقتران ص2= ق(س-ج) هو انسحاب لمنحنى الاقتران ق(س) بمقدار ج وحدة الى اليمين 
مثال : ارسم منحنى الاقتران ﮬ(س) =س2+ 2س+3 معتمدا على رسم منحنى الاقتران ق(س) = س2
الحل : ﮬ(س) = س2+ 2س+3 

                 =س2 + 2س + 1 +3 -1 

                = (س+1) 2 + 2 

وحيث ان ق(س) = س2 فان : ﮬ(س) = ق(س+1)+2

وبالتالي فان منحنى الاقتران ﮬ(س) هو انسحاب لمنحنى الاقتران ق(س) =س2 بمقدار وحدة واحدة الى اليسار متبوعا بانسحاب وحدتين الى الاعلى كما هو موضح في الشكل ادناه .                    ﮬ(س) =(س+1) 2 +2 




اسئلة : 

1) معتمدا على رسم الاقتران ق(س) =س2 ارسم منحنى كل من :
1) ق(س) =  (س+1) 2     
2) ق(س) = س2 -4س + 4   
             ج)ق(س) = س2 -4س+3 

2) ارسم كل من الاقترانات التالية ، معتمدا على منحنى الاقتران ص =
[image: image13.wmf]س

  
1)  ق(س) =     (س+1) – 2     
        2)   ق(س)=    (س-1)+2

                                                                                                                                                        
ثالثا :التحويل ص = - ق(س)y= -f(x)           
منحنى الاقتران –ق(س) هو انعكاس لمنحنى ق(س) في محور السينات .

مثال : اذا كان ق(س)= س3 -1 ، جد قاعدة ﮬ(س) = - ق(س) ثم ارسم منحنى كل من ق (س) ،ﮬ(س) على نفس المستوى الديكارتي .

الحل:
ﮬ (س) = - ق(س) = - (س3 -1) 

اذن ﮬ (س) = - س3+1                                                  -2

ان منحنى الاقتران ق(س)= س3 -1 هو                               -1
انسحاب  للاقتران ص = س3 بمقدار وحدة                                     
واحدة للأسفل ، اما المنحنى الذي يمثل                  

الاقتران ﮬ(س)= - ق(س)، فهو انعكاس                              

لمنحنى الاقتران ق(س)في محور السينات                            


اسئلة :

1) جد قاعدة الاقتران الذي يمثله المنحنى الناتج من انعكاس منحنى الاقتران ق(س)=س3+2س – 3 في محور السينات .
2) معتمدا على رسم منحنى الاقتران ق(س) =3    س  ، ارسم منحنى كل من الاقترانات التالية :

     أ)ﮬ (س) = - 3      س               ب)  ك(س)=- 3   س+2 

 رابعا : التحويل ص = ق (- س)y= f(-x)         
ان منحنى الاقتران ﮬ(س) = ق(- س) هو انعكاس لمنحنى الاقتران ق(س) في محور الصادات .

مثال:

اذا كان ق(س) = س3 +1 فاوجد قاعدة الاقتران ﮬ(س)= ق(- س)  ثم ارسم منحنى 
كل من الاقترانين ق(س) ،ﮬ(س) على نفس المستوى الديكارتي.

الحل: ﮬ(س) = ق(-س) 

                = (- س) 3 + 1 

                =- س3 + 1 

منحنى ﮬ (س) هو انعكاس لمنحنى ق(س)في محور الصادات .(كما في الشكل ادناه) 

[image: image14.png]



                            ﮬ(س) = - س3 +1             ق(س )=س3 +1                                                                                                                                     
اسئلة :

1) جد قاعدة الاقتران الذي منحناه انعكاس لمنحنى ق(س)=س4 - س3+1 في محور الصادات متبوعا بانعكاس آخر في محور السينات.

2) معتمدا على رسم منحنى الاقتران ق(س)=   س   ، ارسم منحنيات الاقترانات التالية:
أ)ك(س)=      - س               ب) ﮬ (س) =     - س+2

خامسا : التحويل ص = أق(س) ،     أ > 0y = af(x)       
منحنى الاقتران ﮬ(س)=أ . ق(س)،أ>0 هو تكبير لمنحنى ق(س) باتجاه رأسي 
ومبتعدا عن محور السينات وبمعامل مقداره أ اذا كانت أ>1 ، وتصغير بشكل رأسي 
ومقتربا من محور السينات وبمعامل مقداره أ اذا كانت 0< أ<1.

مثال : ارسم منحنى كل من :

ق(س) =س2 
ﮬ(س)=2س2 
م(س)=1 س2 على نفس المستوى الديكارتي .

          2
الحل : الشكل ادناه يبين منحنيات الاقترانات ق(س)،ﮬ(س) ،م(س) لاحظ ان

ﮬ(س) هو تكبير رأسي للاقتران ق(س) بمعامل مقداره 2 بينما م(س) هو تصغير رأسي للاقتران ق(س) ، وبمعامل مقداره 

          ﮬ(س)     ق(س)    م(س)                   

                                                  -8

                                                  -7

                                                  -6

                                                  -5

                                                  -4

                                                  -3

                                                  -2

                                                  -1


                    4      3      2     1        -1     -2      -3 

               المتباينات و البرمجة الخطية

Inequalities and linear programming

مراجعة المتباينات من الدرجة الأولى بمتغير وبمتغيرين

تعلمت في  السابق مفهوم المتباينة وحل المتباينة من الدرجة الأولى بمتغير واحد وبمتغيرين كما تعلمت كيف تجد مجموعة الحل لنظام من المتباينات من الدرجة الأولى بمتغيرين وفيما يأتي مراجعة لهاالمفاهيم وطرق الحل.

أولا : حل المتباينة بمتغير واحدInequalities in one unknown : 
المتباينة 3س – 1 ( س + 5 هي متباينة من الدرجة الاولى وبمتغير واحد ، ولحل هذه المتباينة أي لمعرفة قيم المتغير س التي تجعل المتباينة عبارة صحيحة . نقوم بالخطوات الآتية :

1- نجمع ( - س) لكل من طرفي المتباينة فينتج : 
3 س – 1 + ( - س) ( س + 5 ( - س) 

2 س – 1 +1 ( 5 

2- نجمع 1 لطرفي المتباينة فينتج:

2 س – 1 + 1 ( 5 +1 

2س ( 6 

3- نضرب طرفي المتباينة في العدد  1     فينتج:


        2

1      × 2س (   1    × 6

2
     2
س ( 3 .

وهذا يعني أن مجموعة الحل للمتباينة هي مجموعة جميع الاعداد الحقيقية التي يقل كل منها عن 3 أو يساوي 3 ، ويمكن تمثيل هذه المجموعة على خط الاعداد كما في الشكل : 



3
2
1
0
-1
-2
-3
لاحظ ان حل المتباينات يعتمد على الخصائص الاساسية الآتية :

1- اذا كانت أ ( ب فان أ + ج ( ب +ج ، ج أي عدد حقيقي 
2- اذا كانت أ ( ب فان أ × ج ( ب ×ج ، ج عدد حقيقي موجب 
3- اذا كانت أ ( ب فان أ × ج ( ب × ج ، ج عدد حقيقي سالب 
            ثانيا: حل متباينة بمتغيرين 
:In Equalities in two unknowns 

المتباينة س + ص ( 2 تسمى متباينة من الدرجة الأولى بمتغيرين ، ومجموعة حل المتباينة هي مجموعة جميع الازواج المرتبة ( س، ص) التي تحقق المتباينة حيث س ، ص عددان حقيقيان 

لحل هذه المتباينة بيانيا نتبع الخطوات الآتية: 

1- نرسم الخط المستقيم س + ص = 2 في المستوى الديكارتي وذلك بتعيين نقطتين على الخط المستقيم تحققان المعادلة ونقطة ثالثة للتحقق كما في الجدول : 

	س
	0
	2
	1

	ص
	2
	0
	1


                                                    س + ص =2

[image: image15.png]



2- الخط المستقيم س + ص = 2 يقسم المستوى الى منطقتين احداهما تمثل مجموعة الحل للمتباينة ولتحديد هذه المنطقة نستخدم نقطة ما تمثل نقطة الأصل ( 0 ، 0) كمنطقة اختيار فاذا عوضنا س = 0 ، ص= 0 في المتباينة فاننا نجد : 0 +0 ( 2 وهذه عبارة خاطئة اذن نقطة الأصل .  
3-  لاحظ المنطقة المظللة ( المنطقة فوق الخط ) . من الأزواج المرتبة التي تنتمي لمجموعة الحل: ( 0 ، 3) ، (1، 2) ، ( 2 ، 4) ، ( -1 ، 4) ، 000

ملاحظة: رسم الخط متقطعا لأن نقاط الخط لا تنتمي لمجموعة حل المتباينة .
مثال : مثل بيانيا في المستوى الديكارتي في مجموعة حل المتباينة س ( 2 

الحل:

المعادلة س= 2 تمثل خطا مستقيما يوازي محور الصادات ويبعد عنه وحدتين . مجموعة حل 
المتباينة س ( 2 تمثلها المنطقة المظللة في الشكل والواقعة الى يسار الخط س =2 لاحظ أن
المتباينة س ( 2 تضع قيودا على س ولا تضع قيودا على ص . أي أن ص يمكن أن تكون أي عدد حقيقي وذا فان مجموعة الحل تشمل النقاط ( 0، 0) 
(0 ،1) ، (-1 ،2) 0000 الخ 
.                                                             

[image: image16.png]



   

ثالثا: حل نظام من المتباينات من الدرجة الأولى وبمتغيرين
In equalities in two unknowns    
لايجاد مجموعة الحل لنظام من المتباينات ( متباينتين أو أكثر ) نمثل بيانيا مجموعة الحل لكل 
متباينة على انفراد باستخدام نظام الاحداثيات نفسه ثم نجد منطقة التقاطع بين مجموعات الحل 
كما هو موضح في المثال التالي :  

مثال:
 مثل بيانيا مجموعة الحل لنظام المتباينات     ≤3         2x+y
X+y ( 1    ،  y ( 0 
 الحل: 
نمثل كل متباينة برسم الخط المستقيم المرافق وتظليل المنطقة المطلوبة بعد استخدام نقطة اختيار مناسبة الشكل التالي يمثل مجموعات الحل للمتباينات الثلاث .

                     
  -
  
  


  [image: image17.png]


 
الشكل أعلاه يوضح منطقة الحل للنظام ويمكن التحقق من صحة الحل باختبار نقطة في منطقة التقاطع المشتركة واثبات أن هذه النقطة تحقق كلا من المتباينات الثلاث .

فمثلا النقطة ( -1 ، 1) تحقق المتباينة الأولى وهي 2س + ص ( 3
 لأن ( 2× -1) +1 = -1 ( 3

وتحقق المتباينة الثانية وهي س+ ص ( 1 

لأن -1 + 1 = صفر ( 1

وتحقق المتباينة الثالثة وهي ص ( صفر لأن 1( 0 

اذن فالنقطة (-1 ،1) تنتمي لمجموعة حل النظام .

تمارين ومسائل:

1- حل المتباينة 6 ( س -1 ) ( 2س +2 ومثل مجموعة الحل على خط الاعداد .

2- مثل بيانيا في المستوى الديكارتي مجموعة حل كل من المتباينات الآتية : 

1- س( 2   
2- ص ( -3  
3- 2ص + 3س ( 6 
3- مثل بيانيا مجموعة الحل لنظام المتباينات الآتي وأجب على الأسئلة التي تليه :

ص – س ( 1

ص +س ( 1

1- هل النقطة ( 0 ،0 ) تنتمي لمجموعة حل النظام ؟

2- هل النقطة ( 0 ،5) تنتمي لمجموعة حل النظام ؟ 
3- من الرسم جد ثلاث نقاط تقع ضمن منطقة الحل .
تطبيقات عملية – البرمجة الخطية  Linear Programming:

يحتاج مهندسو ومتخذو القرار في المصانع وادارة الأعمال الى جعل كلفة الانتاج أقل ما يمكن أو جعل الربح أكبر ما يمكن . ان احدى الطرق لمعالجة هذا النوع من المسائل التي تتعلق بالقيم الكبرى أو الصغرى ما يسمى بالبرمجة الخطية حيث يكون للمتباينات من الدرجة الأولى أي الخطية الدور الاهم في الحل ، وفيما يلي بعض الامثلة البسيطة على هذا النوع من التطبيقات .

مثال: 
هناك نوعان من أقلام الحبر ، ثمن القلم من النوع الأول 6 دنانير ومن النوع الثاني 12 دينارا فاذا كان مع سمير 24 دينارا فجد : 

1- الامكانيات المختلفة لشراء أقلام من النوعين .
2- كم قلما يشتري سمير من كل نوع حتى يصبح معه أكبر عدد ممكن من الأقلام ؟
الحل: 

بالرغم من أن حل هذه المسألة بسيط جدا ولا يحتاج لتكوين متباينات وحلها الا أن بساطة المسألة تجعلها مناسبة لنقطة بداية للبحث في حل أنواع أكثر تعقيدا من المسائل واستخدام مبادى البرمجة الخطية لايجاد القيم الكبرى أو الصغرى .

1- نبدأ بترتيب المعلومات المعطاة في جدول ونفرض أن عدد الاقلام التي يجب شراؤها هي س من النوع الاول ، ص من النوع الثاني .

	
	سعر القلم
	عدد الاقلام
	الثمن الكلي للاقلام

	النوع الاول
	6 دنانير
	س
	6س

	النوع الثاني
	12 دينار
	ص
	12 ص


ما هي الشروط المفروضة على عملية شراء الاقلام ؟ 

الشرط الأول : مجموع اثمان الاقلام المشتراة أقل من أو يساوي 24 دينارا ، أي أن : 

6س + 12ص ( 24 

الشرط الثاني : عدد الاقلام هو عدد طبيعي أي ان : س ، ص تنتمي الى ط 

2- لايجاد قيمة س ، ص ضمن منطقة الحل والتي تجعل المقدار ( س+ ص) أكبر ما يمكن نفحص امكانيات الحل السابقة ، ويبين الجدول التالي جميع الامكانيات وقيمة المقدار
 ( س+ ص) المناظرة لكل منها:

	النقطة 
( س، ص)
	(0،0)
	(1،0)
	(2،0)
	(3، 0)
	(4،0)
	(0،1)
	(1، 1)
	(2،1)
	(0 ، 2)

	المقدار (س+ص)
	0
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	2


من الجدول نلاحظ أن اكبر قيمة للمقدار ( س +ص) هي 4 المناظرة لقيمة س =4 ، ص=0 

أي أن أكبر عدد من الاقلام يمكن شراؤه هو 4 أقلام وجميعها من النوع الاول .

لاحظ أيضا أن النقطة ( 4 ، 0) هي احدى النقاط المتطرفة هي :

م (0،0) حيث س+ ص = 0 

أ ( 0 ،2) حيث س +ص = 2

ب ( 4 ،0) حيث س +ص = 4 

وبوجه عام يكفي للبحث عن القيم العظمى أو الصغرى لمقدار ما أن نبحث في قيمة المقدار عند النقط المتطرفة في منطقة الحل ( أي عند رؤوس المنطقة المضلعة التي تمثل منطقة الحل) .

وكما ذكر سابقا ، يمكن حل المسألة ببساطة فشراء النوع الارخص من الاقلام يعطينا الفرصة لشراء اكبر عدد منها ، وحيث أن المتوفر هو 24 دينارا فيمكننا شراء 4 اقلام من النوع الاول ( الارخص) والذي سعره6 دنانير للقلم الواحد . 
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مثال:
 في مصنع سيارات خطا انتاج : ينتج الخط الاول 4 شاحنات و10 جرافات في اليوم الواحد بكلفة انتاج مقدارها 1400000دولار وينتج الخط الثاني 8 شاحنات و 5 جرافات في اليوم الواحد بكلفة انتاج مقدارها 1100000 دولار فاذا استلم المصنع طلبا لتوريد 28 شاحنة و55 جرافة فكم يوما يلزم تشغيل كل من الخطين لتلبية الطلب بأقل كلفة ممكنة؟ 

الحل: 

نفرض أن عدد الايام اللازمة لتشغيل الخطين الاول والثاني هما س ، ص يوميا على الترتيب 

ينتج الخط الاول في س يوما : 4س شاحنة و10 س جرافة .

وينتج الخط الثاني في ص يوما : 8 ص شاحنة و5 ص جرافة 

نرتب المعلومات في الجدول الآتي :

	
	عدد الشاحنات
	عدد الجرافات

	انتاج الخط الأول
	4 س
	10 س

	انتاج الخط الثاني
	8 ص
	5 ص

	المجموع
	4 س + 8 ص
	10 س +5 ص

	الكمية المطلوبة
	28
	55


ما هي الشروط على المتغيرين س ، ص؟

الشرط الأول : نلاحظ أن عدد الشاحنات المنتجة لتلبية الطلب يجب أن تكون 28 أو أكثر (فلا ضرر من وجود بعض الزيادة) . أي أن : 4س + 8ص ( 28 .

الشرط الثاني: نلاحظ أن عدد الجرافات المنتجة لتلبية الطلب يجب أن يساوي 55 أو يزيد عنها .

أي أن : 10 س + 5 ص ( 55 

الشرط الثالث: لا يمكن أن يكون عدد الأيام سالبا . أي أن س  (0 وكذلك ص ( 0 وبهذا نحصل على نظام المتباينات الآتي :

4س + 8ص ( 28 

10 س + 5 ص ( 55 

س(0 

ص( 0

أما كلفة الانتاج عند تشغيل الخط الأول س يوما فهي 1400000 دينارا .

كما أن كلفة الانتاج عند تشغيل الخط الثاني ص يوما فهي : 1100000 ص دينارا . وتؤول المسألة الى جعل المقدار 1400000س +1100000ص والذي يسمى ( اقتران الهدف ) أقل ما يمكن .

المتباينة 4س + 8ص ( 28 يمكن كتابتها : س  + 2ص ( 7  ،( بقسمة كل حد على 4 ) .

أما المتباينة 10س +5ص  (55 فيمكن كتابتها : 2س + ص  (11 ، ( بقسمة كل حد على 5 ) .

ونحتاج الى دراسة الاقتران الهدف ( 1400000س +1100000ص ) ثلاث نقاط متطرفة من 
مجموعة الحل وأقل قيمة للاقتران تحدد قيمتي س ، ص النقاط المتطرفة هي : 

أ ( 7، 0) ، ب( 5 ، 1) ، ج (0، 11) 

والجدول التالي يلخص قيم اقتران الهدف عند هذه النقاط  .

	النقطة
	س
	ص
	قيمة اقتران الهدف

	أ
	7
	0
	1400000×7+0 = 9800000 دينارا

	ب
	5
	1
	1400000×5 + 1100000×1 = 8100000

	ج
	0
	11
	0+1100000×11 = 12100000 دينارا


ومن الجدول نجد أن أقل كلفة هي عند النقطة ب أي عندما يعمل الخط الاول 5 أيام ويعمل الخط الثاني يوما واحدا .
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مثال: 

مصنع للمشروبات الخفيفة له فرعان للانتاج ، وينتج كل فرع ثلاثة أنواع من المشروبات وهي : شراب الليمون ، وشراب البرتقال ، وشراب التوت . وينتج الفرع الاول 6 طن من شراب الليمون ، 5 طن من شراب البرتقال ، 4 طن من شراب التوت في اليوم الواحد وكلفة تشغيل هذا الخط هي 800 دينار في اليوم الواحد .

 كما ينتج الفرع الثاني 2 طن من شراب الليمون ، 15 طن من شراب البرتقال ، 4 طن من شراب التوت ، وكلفة تشغيل الفرع الثاني هي 1000 دينار في اليوم الواحد فاذا استلم المصنع طلبا لتوريد 12 طنا من شراب الليمون ، 30 طنا من شراب البرتقال 16 طنا من شراب التوت ، فكم يوما يشغل كل فرع لتلبية الطلب وبحيث تكون كلفة التشغيل أقل ما يمكن ؟ 

الحل: 

1) نفرض أن عدد الايام اللازمة لتشغيل المصنع لتلبية الطلب هي س يوما من العمل في الفرع الاول ، ص يوما من العمل في الفرع الثاني .  
	
	انتاج الفرع الاول (طن)
	انتاج الفرع الثاني(طن)
	الكمية المطلوبة

	شراب الليمون
	6س
	2ص
	12

	شراب البرتقال
	5س
	15ص
	30

	شراب التوت
	4س
	4ص
	16


1) نعبر عن قيود المسألة بنظام من المتباينات : 

6س +2ص ( 12 ( لماذا؟)
5 س+15 ص ( 30 (لماذا؟)

4 س + 4 ص ( 16 (لماذا؟) 

 س(0 لأن عدد الأيام لا يكون سالبا 

ص( 0 لأن عدد الأيام لا يكون سالبا 

2) نمثل المتباينات بيانيا وتكون المنطقة المظللة هي الحل
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3) نحدد اقتران الهدف الذي يمثل كلفة التشغيل لتلبية الطلب وهو المقدار :
 800س + 1000 دينار 
4) نحدد من الرسم النقاط المتطرفة وهي (6 ،0) ، (3 ،1) ، ( 1، 3) ، (0 ،6) .

( وللتحقق يمكن ايضا تحديد كل نقطة من هذه النقاط جبريا بحل معادلتي الخطين المستقيمين الذين يتقاطعان 

في تلك النقطة ) .

5) نحسب قيمة اقتران الهدف عند كل نقطة من هذه النقاط وهي كما يلخصها الجدول الآتي : 

	النقطة
	س
	ص
	قيمة اقتران الهدف

	أ
	6
	0
	800 س + 1000ص = 4800+0 = 4800 دينار

	ب
	3
	1
	800س + 1000ص = 2400+ 1000 = 3400 دينار

	ج
	1
	3
	800س + 1000 ص= 800 + 3000 = 3800 دينار

	د
	0
	6
	800 س + 1000ص = 0+ 6000 = 6000 دينار


7) نعين من الجدول احداثيي النقطة التي تكون الكلفة عندها أقل ما يمكن . 
النقطة هي ب (3 ، 1) حيث س= 3 ، ص= 1 ومعنى ذلك أننا نشغل
 الفرع الاول 3 أيام ونشغل الفرع الثاني يوما واحدا .

تمارين ومسائل: 

1) مجموعة الحل لنظام المتباينات الآتي : 

س + ص ( 5 

2س + ص  ( 6 

س + 3ص  (9 

س  ( 0 

ص  ( 0

جد النقط المتطرفة ومن ثم حدد متى يكون اقتران الهدف 4س + 5 ص ضمن هذا النظام أقل ما يمكن . 

2) أوجد القيمة العظمى للمقدار 2س + 3ص بشرط  
2س + ص ( 15 .

س + 3ص ( 20 

س ( 0 

ص ( 0

3)    في مصنع خطان لانتاج البسكويت وكل منهما ينتج ثلاثة أنواع من البسكويت أ ، ب،ج 

وينتج الخط الاول يوميا 3 طن من النوع أ ، طن واحد من النوع ب ، 2 طن من النوع ج بكلفة اجمالية قدرها 300 ريال  وينتج الخط الثاني يوميا 2 طن من النوع أ ، 4 طن من النوع ب ، و5 طن من النوع ج بكلفة اجمالي400 ريال  . تلقى المصنع طلبا مقداره 26 طنا من النوع الاول ، 21 طنا من النوع ب و32 طنا من النوع ج .

كم يوما يعمل كل خط انتاج لتلبية الطلب بأقل كلفة ممكنة وما هي الكلفة الدنيا؟ 

                         الاقترانات المثلثية( الدائرية)   Circular Functions
الزاوية وقياسها: Angle and Measure 
سبق وأن تعرفت مفهوم الزاوية على أنها اتحاد شعاعين ، لهما نفس نقطة البداية تسمى رأس 
الزاوية ، وأن قياس الزاوية يكون موجبا فهل يمكن أن يكون قياس الزاوية سالبا ؟ هذا ما 
سنجيب عليه في هذا البند ،في الشكل المجاور اذا دار الشعاع د أ بعكس اتجاه عقارب الساعة 
حتى ينطبق على الشعاع د ب فان قياس الزاوية أ د ب في هذه الحالة يعتبر قياسا موجبا .

أما اذا دار الشعاع د أ باتجاه عقارب الساعة حتى ينطبق على الشعاع د ب كما في الشكل 

المجاور فان قياس أ د ب يعتبر قياسا سالبا .

     أ                                            د             ب

 

                           أ                             أ                                              د


وفي كلتا الحالتين نسمي الشعاع د أ الشعاع الذي يبدأ بالدوران ضلع الابتداء للزاوية ونسمي 

الشعاع د ب ( الشعاع الذي ينتهي عنده الدوران ) ضلع الانتهاء وتسمى الزاوية أ د ب في 

هذه الحالة ( زاوية موجهة )Directed Angle    .

مثال: أوجد قياس الزاوية المشار اليها بالرموز في الاشكال التالية : 

1)                                                        2)                                     ص 

                                                                                  40        


                      30          س     

الحل: 

(2) س = - 330 

(3) ص = 320 
الوضع القياسي للزاويةStandard position of the angle : 

تكون الزاوية أ في الوضع القياسي اذا كان رأسها في نقطة الاصل وضلع الابتداء منطبقا 

على محور السينات الموجب .

موقع الزاوية في المستوى :

يقسم المستوى الى أربعة أرباع كما هو في الشكل أدناه 


                        (1) الربع الاول      (2) الربع الثاني        


                         (4) الربع الرابع    (3) الربع الثالث 

اذا رسمنا زاوية في الوضع القياسي فان ضلع الانتهاء يحدد الربع الذي تقع فيه كما في الاشكال التالية : 


1)                                                          الزاوية ﻫ في الربع الاول 

                     ﻫ       




2) 

                    ﻫ                                        الزاوية ﻫ في الربع الثاني 


3)
                           ﻫ                                الزاوية ﻫ في الربع الثالث 

4)       ﻫ                                             الزاوية ﻫ في الربع الرابع 

تعريف : تسمى الزاوية القياسية التي يقع ضلع الانتهاء فيها على أحد المحورين 

الاحداثيين زاوية ربعية .

ومن الأمثلة على الزاوية الربعية : 90 ، 180 ، 270 ، 360 .

وحدات قياس الزاوية : 
أولا: النظام ( التقدير ) الستيني ( الدرجات) : 

وهي الطريقة المألوفة لقياس الزاوية ، حيث تم تقسيم الدورة الكاملة الى 360 والدرجة 

الى 60 دقيقة وتكتب (1 = 60 / ).

مثال: حول 7(55 الى درجات ودقائق 

الحل: 7(55 = 55 + 7(0 = 55 +  7(0× 60 / = 55 +42 /

= 42 /  55
ثانيا: النظام ( التقدير ) الدائري :CIRCULAR MEASURE RADIAN
وفيه يكون قياس الزاوية مساويا  لطول القوس المقابل لها في دائرة الوحدة ( الدائرة التي 

نصف قطرها وحدة واحدة ) ووحدة القياس في هذا النظام هي ( الزاوية النصف قطرية) 

أو ( الراديان) ويرمز لها بالرمز د .

تعريف : الزاوية النصف قطرية ( التي قياسها 1 راديان) هي الزاوية المركزية في 

دائرة الوحدة التي تقابل قوسا طوله وحدة واحدة ( انظر الشكل ) .





ملاحظة: بشكل عام الزاوية النصف قطرية ( التي قياسها 1 راديان) هي الزاوية 

المركزية التي طول قوسها يساوي نصف قطر الدائرة المرسومة فيها .

العلاقة بين التقدير الدائري والستيني: 

نعلم أن محيط الدائرة = 2( نق وهو يقابل زاوية 360 وفي دائرة الوحدة فان محيط 

الدائرة = 2  ( × 1 = 2( اذن 360 في النظام الستيني تعادل 2(  في التقدير الدائري 

أي أن 180 في النظام الستيني تعادل ( د في التقدير الدائري . 




لتحويل الزاوية س الى تقدير دائري  نقول 180تعادل ( د 

                                س ه تعادل  ﻫ  اذن ﻫ د = س  × (
                                                               180

وعليه لتحويل أي زاوية من التقدير الستيني الى دائري نطبق القانون 

ﻫ د = س  × (
                  180
مثال: حول الزاويا التالية الى تقدير دائري : 

1- 30 
2- 60

الحل: 

1- 30 تعادل     30    × ( = ( د 
                   
180
6
    2- 60 تعادل  60    × ( د

180
6
أما عند تحويل زوايا نصف قطرية ﻫ د ليست بدلالة ( الى درجات فاننا نلجأ الى الطريقة 

التالية : 

( تكافئ 180 5
ﻫ د تكافئ س 5 
اذن س 5  =   ﻫ     × 180 حيث(    النسبة التقريبية المعروفة .

                 ( 
وعليه فان 1 د =   1  × 180 ( 3(557

 (
تمارين ومسائل: 

1- حدد الربع الذي تقع فيه الزوايا التالية :
أ) - 150
ب) 840 
2) أوجد قياس كل من الزوايا التالية بالتقدير الدائري بدلالة ( :

   أ) – 225 5
ب) 135 5
الزوايا المتكافئة Equivalent Angles: 

يقال لزاويتين أنهما متكافئتان اذا كان لهما نفس ضلع الابتداء ونفس ضلع الانتهاء وعليه فان: 

زاوية ﻫ  تكافئ زاوية  ﻫ + 2 ( 

زاوية  ﻫ  تكافئ زاوية  ﻫ + 4 ( 

زاوية  ﻫ  تكافئ زاوية  ﻫ + 6 ( 

زاوية  ﻫ تكافئ زاوية ﻫ  - 2 ( 

وبشكل عام: 

زاوية ﻫ تكافئ زاوية  ﻫ + 2 ( ن  ( ﻫ بالتقدير الدائري ) .

أو 

زاوية ﻫ تكافئ  ﻫ  + 360 ن        ( ﻫ بالتقدير الستيني ) . حيث ن عدد صحيح .

مثال: أوجد زاوية مكافئة للزاوية التي قياسها 50 5 .

الحل:  50 تكافئ  50 + 360 5 = 410  5 

الاقترانات المثلثية : Cirular(trigonometric) Function
سبق لك وأن درست النسب الاساسية المثلثية للزاوية الحادة ( انظر الشكل أدناه) حيث أن : 

جا ﻫ = المقابل     = أ ب                         أ

 الوتر 
أ ج 
   جتا ﻫ = المجاور   =   ب ج 


الوتر 
  أ ج 
                                                          ب                                     ﻫ        ج
ظا ﻫ =  المقابل      = أ ب 


المجاور

ب ج 
وسنقوم في هذا البند بدراسة النسب المثلثية لأي زاوي مهما كان قياسها تذكر أن معادلة دائرة 


الوحدة هي : س2 + ص2 =1  وأن بيانها كما في الشكل المجاور: 

                                                                                                                         ب(س،ص)

لنفرض ان زاوية أ  و ب في وضعها القياسي وان قياسها ﻫ ،                 
                                                                                           أ      و

حيث ب نقطة تقاطع ضلع انتهائها مع الدائرة ، واحداثيات ب 

هي ( س، ص) فمن تعريف النسب المثلثية ، يكون:

جا ﻫ =  المقابل   =  ص   = جا ﻫ = ص 

الوتر
1
جتا ﻫ = المجاور  =   س       = جتا ﻫ =   س .

 الوتر 
1
احداثيات النقطة ب هي ( س، ص) = ( جتا ﻫ ، جا ﻫ ) 

وهذا يقودنا للتعريف الآتي: 

اذا كانت النقطة ب ( س، ص) نقطة تقاطع ضلع انتهاء الزاوية القياسية ﻫ مع دائرة الوحدة فان 

الاقترانات المثلثية الاساسية للزاوية ﻫ  هي : 

جتا ﻫ = س ، جا ﻫ = ص ، ظا ﻫ  =  ص    = ، س    (0

 س
ملاحظة : بما ان معادلة درائرة الوحدة هي س2 + ص2 = 1 فان جتا 2 + جا 2 ﻫ = 1 

وحيث ان -1 ( س ( 1 فان -1 ( جتا ﻫ ( 1 ،    -1 ( جا ﻫ ( 1 

تعريف:

اذا كانت ﻫ زاوية في الوضع القياسي وضلع الانتهاء يقطع دائرة الوحدة في النقطة
 ب ( س، ص) 

فان الاقتران المثلثية الثانوية للزاوية ﻫ هي : 

* قاطع الزاوية ﻫ ويرمز له قا ﻫ =   1
،     جتا ﻫ ( 0    أو  قا ﻫ = 1     ، س ( 0

جتا ﻫ 
   س

* قاطع تمام الزاوية ﻫ ويرمز له قتا ﻫ =  1   ، جا ﻫ ( 0 
                                                  جاﻫ 
* ظل تمام الزاوية ﻫ ويرمز له ظتا ﻫ =    1      =  جتا ﻫ  ،  جاﻫ (  0

ظا ﻫ
جاﻫ
لاحظ أن الاقترانات المثلثية هي مقلوب للاقترانات المثلثية الأساسية بيحث أن الاقتران الذي لا 

يحتوي الحرف ت هو مقلوب لاقتران يحتوي الحرف ت والعكس صحيح .

مثال: اكتب قيمة النسب المثلثية الاساسية للزاوية صفر

الحل: الشكل المجاور يبين تقاطع ضلع الانتهاء للزوايا مع دائرة الوحدة ، احداثيات نقطة تقاطع 

ضلع انتهاء الزاوية 0 مع دائرة الوحدة هي ( 1، 0 ) 


اذن جتا 0 = 1 ( الاحداثي السيني للنقطة)                                 (0، 1)

     جا 0 = 0 ( الاحداثي الصادي للنقطة) 

    ظا 0 = جا 0  =  0    = 0               (1 ،0)                                         (-1،0)

              جتا0       1

                                                                                  (0 ،-1) 

ملاحظة: تتحدد اشارة الاقترانات المثلثية للزاوية ﻫ المرسومة في الوضع القياسي بالربع الذي 

يقع فيه ضلع الانتهاء للزاوية ، على النحو التالي : 

1) اذا وقع ضلع انتهاء الزاوية ﻫ في الربع الاول فان كلا من س ، ص 
موجبة وبالتالي جميع الاقترانات المثلثية موجبة .

2) اذا وقع ضلع انتهاء الزاوية ﻫ في الربع الثاني فان س أصغر من 
صفر ، ص أكبر من صفر ، وعلى ذلك يكون الجيب فقط موجب ، ( باقي 

الاقترانات المثلثية الأساسية سالبة ) .

3) اذا وقع ضلع انتهاء الزاوية ﻫ في الربع الثالث فان كلا من س ، ص 
سالبة وبالتالي فان النسبة بين س وص موجبة أي ان الظل فقط موجب 

( باقي الاقترانات المثلثية الاساسية سالبة ) 

4) اذا وقع ضلع انتهاء الزاوية ﻫ في الربع الرابع فان س أكبر من صفر
                           ، ص أصغر من صفر . وبالتالي جيب التمام فقط موجب ( باقي 
                         ا لاقترانات المثلثية الاساسية سالبة ) 

 والشكل المجاور يلخص ذلك حيث أنه تم ذكر الاقترانات الاساسية الموجبة فقط .

              ويمكن تلخيص الملاحظات اعلاه في الجملة : كل جيب يظلله جتاه 



                    +            +

                   كل          جاﻫ

                   +             +

                   جتا ﻫ       ظا ﻫ
تمارين ومسائل: 

1) اذا كان جا ﻫ = 1    وكانت  ﻫ زاوية ضلع انتهائها في الربع الثاني ، اجد قيمة جميع 

                        2  

         النسب المثلثية للزاوية ﻫ .

2) بين ان 1 + ظا 2  45 = قا2 45 .

3) بين أن 1 + ظتا 2 45 = قتا2 45
زاوية الاسناد والنسب المثلثيةReference Angle 
تعريف : 

زاوية الاسناد (المرجع) هي الزاوية الحادة والمحصورة بين محور السينات وضلع انتهاء الزاوية .

وسنبحث في هذا البند العلاقة بين النسب المثلثية لأي زاوية مع النسب المثلثية لزاوية الاسناد.

أولا : 

اذا كان ضلع انتهاء الزاوية يقع في الربع الثاني ، فإن الزاوية تكافئ زاوية على الصورة ( ∏ - ﮬ ) حيث ﮬ زاوية الاسناد والرسم ادناه يوضح النسب المثلثية الاساسية لها مقارنة بنسب الزاوية ﮬ .


                            ب(س،ص)                                     ج(-س،ص)

                                            ∏ - ﮬ

                                            ﮬ                    ﮬ 


جتا (∏ - ﮬ ) = - س =                                                 120     60
جا (∏ - ﮬ ) = ص =  جا ﮬ 

ظا (∏ - ﮬ ) = ص = - ظا ﮬ ( بفرض ان ظا ﮬ معرف)

                  -  س√

 2

495 تكافئ  495 – 1× 360 = 13   اذن جتا 495 = جتا = -جتا 45 =- 1
                                                                                            2 √  

ثانيا : 

اذا كان ضلع انتهاء الزاوية يقع في الربع الثالث ، فإن الزاوية تكافئ زاوية على الصورة (  ∏ + ﮬ )حيث ﮬ زاوية اسنادها .
والرسم ادناه يبين النسب المثلثية الاساسية لها مقارنة بنسب الزاوية ﮬ .

جا(  ∏ + ﮬ ) = - ص = - جاﮬ
جتا(  ∏ + ﮬ ) = - س= - جتاﮬ 

ظا (  ∏ + ﮬ ) = - ص = - ظاﮬ
                      -  س


                                                     ﮬ
         

                                                                     ﮬ
  مثال :اوجد قيمة كل من النسب المثلثية : 

   أ) جتا 225                          ب) ظا 600 

الحل : أ) جتا 225 =( 180 +45) = -جتا 45 = -1                  45

                                                                2
ب) لاحظ ان 600 = 360 + 240 وتكافئ 240 

اذن ظا 600 = ظا 240 = (180+60) = ظا 60 =      3                                                                          


                                                      

ثالثا :

      اذا كانت الزاوية تقع في الربع الرابع ، فانها تكافئ زاوية على الصورة 

(2∏- ﮬ ) أو (-ﮬ) حيث ﮬ زاوية اسنادها .

والرسم ادناه يوضح النسب المثلثية لها مقارنة بنسب الزاوية ﮬ 



                                            ﮬ
                                              -ﮬ
      جا( 2∏- ﮬ ) = -  ص = - جا ﮬ = جا(-ﮬ)
جا( 2∏- ﮬ ) = - س= - جتاﮬ = جتا(-ﮬ)

جا( 2∏- ﮬ ) = - ص = - ظاﮬ = ظا(-ﮬ)

                      -  س

ملاحظة : جا(-ﮬ) = -جاﮬ ، جتا (-ﮬ) = جتاﮬ ، ظا ( -ﮬ) =- ظا (ﮬ )

ملاحظة : مما سبق نلاحظ ان النسب المثلثية لأي تساوي نظائرها لزاوية الاسناد مع مراعاة الاشارة

مثال: اوجد قيمة النسب المثلثية الاتية :

أ) جا 330              ب) جتا -60

الحل : أ)جا 330 = 360 – 30 = -جا 30 = -1

                                                           2 

                          30

ب) جتا -60 = جتا 60 = 1 

                                  2

اسئلة : 

1) ارسم كل من الزوايا الاتية محددا الربع الذي يقع فيه ضلع انتهائها وزاوية اسنادها:

            أ) 800                     ب) 1280           ج)  - 610 

     2) اوجد قيمة كل من النسب المثلثية الاتية :

       أ) 240                         ب) جتا 610          

     3) اذا كان جا 50 = 75‚0 اوجد قيمة :

        أ) جا 130                   ب) جتا 230          ج) ظا -50 

     4) اوجد قيمة كل من النسب المثلثية الثانوية للزاوية 150.

المتطابقات المثلثية Trigonometric Identities
لقد اثبتنا سابقا القاعدة : جا2ﮬ + جتا 2 ﮬ = 1    . . . (1) حيث انها صحيحة مهما يكن قياس الزاوية ﮬ ، مثل هذه العلاقات تسمى متطابقات ، ومن الامثلة المشهورة الاخرى على هذه المتطابقات،

اولا : المتطابقة ظا 2ﮬ+ 1 = قا2 ﮬ              . . .(2)

والتي يمكن الحصول عليها بقسمة طرفي المتطابقة (1) اعلاه على جتا2ﮬ ،

حيث جتا ﮬ ≠ 0 

ثانيا : المتطابقة 1+ ظتا2ﮬ = قتا2ﮬ             . . . (3) 

والتي يمكن الحصول عليها بقسمة طرفي المتطابقة (1) اعلاه بقسمة طرفي المتطابقة (1) اعلاه على جا 2ﮬ ، حيث جاﮬ ≠ 0 

ملاحظة : يمكن استخدام المتطابقات الثلاث اعلاه وغيرها من الحقائق الرياضية في اثبات صحة متطابقات اخرى:

مثال : اثبت ان جتا2ﮬ - جا2ﮬ = 2جتا2ﮬ - 1

الحل: الطرف الايمن = جتا 2ﮬ - جا 2ﮬ ، لكن من المتطابقة (1) اعلاه ينتج ان : جا2ﮬ = 1- جتا 2ﮬ 

       = 2جتا2ﮬ -1 

       =الطرف الايسر ، وهو المطلوب 

مثال : اثبت ان 1 + ظا2ﮬ = ظا2ﮬ    ( لكن 1+ظا2ﮬ =قا2ﮬ ،1+ظتا2ﮬ =قتا2ﮬ)
                  1 + ظتا 2ﮬ
الحل : الطرف الايمن = 1 + ظا2ﮬ  ( لكن 1+ظا2ﮬ =قا2ﮬ ،1+ظتا2ﮬ =قتا2ﮬ)
                              1 + ظتا 2ﮬ 

                                        1
                                       جتا2ﮬ
                          = قا2ﮬ = 1
                            قتا2ﮬ   جا2ﮬ 

                        =جا2ﮬ = ظا 2ﮬ = الطرف الايسر ، وهوالمطلوب 
                          جتا2ﮬ  

مثال : اثبت صحة المتطابقة 1 - جتا2ﮬ = 1 - جتاﮬ
                                   1 + جتاﮬ
الحل: الطرف الايمن = 1 - جتا2ﮬ = ( 1-جتاﮬ )(1+جتاﮬ) = 1-جتاﮬ
                              1 + جتاﮬ         ( 1+جتاﮬ )

                           = الطرف الايسر

مثال : اثبت صحة المتطابقة جتاﮬ = 1 - جاﮬ
                               1 + جاﮬ    جتا ﮬ 

الحل: الطرف الايمن = جتاﮬ = ( جتاﮬ )(1-جا ﮬ)=(جتاﮬ )(1-جاﮬ)
                              1 + جاﮬ  (1 + جاﮬ )( 1-جا ﮬ )  1 – جا 2ﮬ
                           =(جتاﮬ )(1-جا ﮬ ) من المتطابقة (1)

                              (جتا ﮬ )2
                         = 1 – جا ﮬ  = الطرف الايسر 

                             جتا ﮬ
لاحظ اننا اثبتنا صحة المتطابقات في الامثلة السابقة اعلاه وذلك بالبدء بأحد الطرفين والحصول على الطرف الآخر ، ويمكن استخدام طرق اخرى لاثبات المتطابقات بأن نأخذ كل طرف على حدة ونبين أنهما يساويان كمية واحدة:

اسئلة :

اثبت صحة المتطابقات الاتية :

1) جتا 2ﮬ - جا2ﮬ = 1 -2جا2ﮬ   
2) قا4 س - قا2 س = ظا 2س+ظا4 س 
3) ظتا س قاس = قتا س 
4) ظا ﮬ + ظتا ﮬ = قاﮬ × قتا ﮬ 
5) (جاﮬ+جتاﮬ) 2 = 1+ 2 جاﮬ جتاﮬ
المعادلات المثلثيةTrigonometric equations  
سبق وان درست المعادلات وطرق حلها ، وسندرس بشيء من التفصيل كيفية حل المعادلات المثلثية ايجاد قياس الزاوية التي تجعل الطرفين متساويين ( تجعل الجملة المفتوحة عبارة صائبة)

مثال : اوجد مجموعة الحل للمعادلة المثلثية 1 – جتا ﮬ = صفر اذا 

كانت 0 ≤  ﮬ ≤ 360 

الحل : بما ان 1 – 2جتا ﮬ = صفر فان جتا ﮬ = 1 زاوية الاسناد = 60 
                                                            2

وبما ان 1 – 2جتا ﮬ يكون موجبا في الربعين الاول والرابع فان ﮬ  60 او 300 

اذن مجموعة الحل {60 ، 300 } 

مثال : حل المعادلة المثلثية : جا2 ﮬ + 2جاﮬ - 3 =صفر (1)

الحل : جا2 ﮬ + 2جاﮬ -3 = صفر على صورة أس2 + ب س + ج = صفر (2) ، حيث س = جا ﮬ ( فتكون المعادلة (1) هي معادلة مثلثية من الدرجة الثانية ينطبق عليها ما ينطبق على معادلة (2) اي ينطبق عليها التحليل الى العوامل واكمال المربع وتطبيق القانون لايجاد جذور المعادلة )

جا2 ﮬ + جا ﮬ -  3 = صفر               ( جا ﮬ + 3)(جاﮬ - 1) = صفر 

 جاﮬ + 3 = صفر                           أو   جاﮬ  = 0 

اذن جا ﮬ = -3 ( غير مقبول ) . . . ( لماذا )    جاﮬ = 1         ﮬ =∏       

                                                                                     2
اسئلة : 
اوجد مجموعة الحل للمعادلات المثلثية الاتية:

         أ) 2 جتا 2ﮬ - 5جتا ﮬ - 3 = 0      0 ≤  ﮬ  ≤  2∏  
        ب) ظا2ﮬ - 2ظاﮬ + 1 = 0           0 ≤  ﮬ  ≤  360   
       ج) جتا 2ﮬ + 2جتا ﮬ = 3                 0 ≤  ﮬ  ≤  2∏   
       د) ظا 2 س – 1 = 2                         0 ≤  س ≤  2∏
التمثيل البياني للاقترانات المثلثيةGraphs of trig Functions 

ستحاول في هذا البند رسم منحنى كل من الاقترانات المثلثية جاس ،جتاس ،ظاس
اولا : اقتران الجيب y= sinx
ارسم منحنى الاقتران ص = جا س ، حيث عبرنا عن قياس الزاوية  ﮬ  بالرمز س ،  نكون جدولا لبعض قيم س ، ص كما هو ادناه :

	س
	0
	  ∏
   4
	∏
2
	3∏
   4
	∏

	 5∏
    4
	3∏
   2
	7∏
   4
	2∏


	ص
	0
	7‚
	1
	7 ‚
	0
	-7 ‚
	-1
	7‚
	0 


نعين النقاط اعلاه على المستوى الديكارتي ونرسم منحنى الاقتران كما هو في الشكل ادناه:
[image: image21.png]



ملاحظات 1) بما ان الزوايا المتكافئة لها نفس النسب المثلثية المناظرة فان منحنى ص = جاس يكرر نفسه في فترات متساوية طول كل منها 2 ∏ . ومثل هذه الاقترانات تسمى الاقترانات دوريةPeriodic  ، ومقدار الدورة لهذا الاقتران = 2∏
1) القيمة العظمى لهذا الاقتران هي 1 والقيمة الصغرى هي -1 ، مثل هذه  الاقترانات  الدورية لها سعةAltitude  وتعرف سعة الاقتران كما يلي :

          السعة = القيمة العظمى – القيمة الصغرى 

                                        2 

وعليه فان سعة الاقتران اعلاه = 1 –(-1) =  1 

                                              2 

3) مجال الاقتران هو ح 

4) ان منحنى الاقتران ص = جا س متماثل حول نقطة الاصل لذا فهو اقتران فردي.

ثانيا : اقتران جيب التمام Y= cosx
لرسم الاقتران ص = جتا س تكون جدولا مناسبا لبعض قيم س ، ص المناظرة كما هو ادناه 

	س
	0
	  ∏
   4
	∏
2
	3∏
   4
	∏

	 5∏
    4
	3∏
   2
	7∏
   4
	2∏


	ص
	1
	7‚
	0
	-7 ‚
	-1
	-7 ‚
	0
	7‚
	1 


نعين هذه النقاط على المستوى الديكارتي 

[image: image22.png]



1) الاقتران دوري ومقدار دورته 2∏ 

        2) القيمة العظمى لهذا الاقتران هي 1 والقيمة الصغرى هي -1 

       3) سعة الاقتران = 1 (لماذا)

       4) مجال الاقتران هو ح 

       5) منحنى الاقتران ص = جتا س متماثل حول محور الصادات ولذا فهو                 

            اقتران زوجي .

       6)ان منحنى الاقتران ص = جتا س هو نفس منحنى  ص = جاس بانسحاب 

          قدره    ∏ الى اليسار 

                    2 

        7) ان منحنى الاقتران ص = جتا س هو نفس منحنى الاقتران 
ص =  جتا – س لأن جتاس = جتا – س 

ثالثا : اقتران الظل y= tanx
لرسم منحنى الاقتران ص = ظا س نكون جدول كما هو ادناه :

	س
	0
	  ∏
   4
	∏
2
	3∏
   4
	∏

	 5∏
    4
	3∏
   2
	7∏
   4
	2∏


	ص 
	0
	1
	غير 

معرف 
	-1
	0
	1
	غير 

معرف 
	-1
	0


نعين هذه النقاط ونرسم منحنى الاقتران كما هو ادناه: 

[image: image23.png]



ملاحظات :1) الاقتران دوري ومقدار دورته ∏ 
              2) مجال الاقتران هو ح –{∏ + ن∏ ، ن ينتمي الى ص }

                                                 2 

             3)الاقتران غير معرف  عند ∏ + ن ∏ ، ن ينتمي الى ص ، ونسمي 
           الخط تقاربيا ، اذ ان منحنى الاقتران يقترب منه ولا يقطعه كما في الشكل       

             اعلاه.

            4) مدى الاقتران هو ح  

           5) ان منحنى الاقتران ص = ظاس ، متماثل حول نقطة الاصل ولذا فهو 
               اقتران فردي.

مثال : ارسم منحنى الاقتران ص = جا2س ، ما العلاقة بين منحنى ق(س) = جاس ومنحنى الاقتران ص = جا 2س .

الحل :
 لرسم منحنى الاقتران ص = جا2س  نكون جدولا مناسبا كما هو ادناه:

	س
	0
	  ∏
   8
	∏
4
	3∏  

   8
	∏
 2
	 5∏
    8
	3∏
   4
	7∏
   8
	2∏


	ص
	0
	7‚
	1
	7 ‚
	0
	-7 ‚
	-1
	-7‚
	0 


نعين هذه النقاط على المستوى الديكارتي ، ونرسم المنحنى كما هو ادناه
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ويمكن ملاحظة الخواص التالية على هذا المنحنى دورة الاقتران = 2∏ = ∏ 

                                                                                      2

      سعة الاقتران = 1 

     القيمة العظمى = 1 

   القيمة الصغرى = -1  

اسئلة :

1)   ارسم منحنى الاقترانات التالية على الفترة [ -∏ ، ∏]:

 ا) ص = جا س -1 

ب) ص = 2 جتا س 
ج) ص = ظاس + 3 

د) ص = جاس + 1 

ﮬ) ص = جا( – س) 

و) ص = جتا 2س  

2) في السؤال الاول اذكر الدورة ، السعة ، القيمة العظمى ، القيمة الصغرى للفروع أ،ب،د ،و

 القطاع الدائري والقطعة الدائرية Sector and Segment 
اولا : طول قوس في الدائرة :Arc length  
سبق وان تعلمت ان طول القوس في دائرة يقابل زاوية مركزية قياسها س ، ونصف قطرها نق يعطي بالعلاقة :

طول القوس = س × 2 ∏ نق = س ∏ نق          (1)

                   360                 180

ولكن عند تحويل س الى تقدير الدائرة فان الزاوية بالتقدير الدائري المكافئة

 لها ﮬ = س × ∏ 

          180 

وبتعويض هذه القيمة في المعادلة (1) اعلاه يصبح طول القوس = ﮬ نق  

اي ان ل = ﮬ نق حيث ل هي طول القوس ، ﮬ الزاوية المركزية المقابلة للقوس بالتقدير الدائري، نق نصف قطر الدائرة . 

مثال : اوجد طول قوس في دائرة نصف قطرها 21 سم والذي يقابل زاوية مركزية 
∏ د 

 3 

الحل : ل ﮬ نق    اذن ل = ∏ × 21 = 7∏سم 

                                  3     

ثانيا :  القطاع الدائري :

مساحة القطاع الدائري : انت تعلم ان الدورة الكاملة 360 تقابل دائرة مساحتها 

∏نق2، وعليه اذا كانت الزاوية المركزية لقطاع دائري س ، ونصف القطر نق فإن : مساحة القطاع = س × ∏ نق2
                    360 

وبما أن الزاوية س بالدرجات تعادل ﮬ = س ×∏ بالتقدير الدائري ، وبتعويض هذه 
                                                     180   

القيمة في مساحة القطاع اعلاه ينتج :

مساحة القطاع  م = 1 ﮬ نق2       ( حيث ﮬ الزاوية المركزية بالتقدير الدائري)

                         2

وبما ان طول القوس ل =ﮬ نق 

فإن  مساحة القطاع م = ل نق                  قطاع      قطاع 
                                2                    اصغر     اكبر 

محيط القطاع الدائري = 2نق + ل
 حيث نق : نصف قطر الدائرة ، ل : طول قوس القطاع 

مثال : اوجد مساحة قطاع دائري نصف قطر دائرته 8سم ومحيطه 25سم.

الحل : محيط القطاع = 2نق + ل 

        محيط القطاع = 2× 8 + ل 

25 =16 + ل 

                    ل = 9سم 

       مساحة القطاع = ل نق = 9× 8 = 36سم3 

                               2        2 

مثال : قطاع دائري طول نصف قطر دائرته 15سم ومساحته 270سم2 اوجد:

1) الزاوية المركزية للقطاع.

2) طول القوس 
الحل : أ) م = 1 ﮬ نق2
                  2 
 اذن 270 =1 ﮬ × 15 2
                2 

      270 =225ﮬ 

                  2  

    540 = 225 ﮬ 

    540 = ﮬ 

     ﮬ    = 4‚2 

ب) ل = ﮬ نق
     ل = 4‚ 2 ×15 = 36سم.

اسئلة :

1) اوجد طول القوس في دائرة نصف قطرها 32سم وزاويته المركزية 36.
2) اوجد مساحة قطاع دائري قياس زاويته 120 ونصف قطر دائرته 10 سم
3) قطاع دائري قياس زاويته المركزية 2‚2 وطول 11سم . احسب مساحته.
4) اوجد طول القوس في دائرة نصف قطرها 9 وحدة ، وزاويته المركزية ∏
                                                        ∏                                  3 

ثالثا : القطعة الدائريةSegment in a circle  

القطعة الدائرية : اذا رسمنا في الدائرة التي مركزها (م) الوتر أب فإن سطح الدائرة ينقسم بهذا الوتر الى جزأين كل منهما يسمى قطعة الكبرى الآخر يسمى القطعة الصغرى كما في الشكل المقابل .



                            نق                            نق

                                  

                                    قطعة صغيرة 

تعريف :

القطعة الدائرية : هي جزء من مساحة دائرة محدد بقوس فيها ووتر يمر بنهايتي ذلك القوس .

والزاوية  المركزية التي تقابل قوس القطعة الصغرى تسمى زاوية القطعة الصغرى ، بينما الزاوية  المنعكسة في زاوية الكبرى .

والقطعة الصغرى أ ى ب = القطاع م أ ى ب - ∆ م ا ب 

بينما القطعة الكبرى أ د ب = القطاع م أ د ب + ∆ م أ ب 

مساحة القطعة الدائرية :

مساحة القطعة الدائرية أدب= مساحة القطاع الدائري م أي ب– مساحة ∆ م ا ب

بما ان مساحة القطاع الدائري م أ ي ب = 1ﮬد نق2( نق هو نصف قطر الدائرة )

                                                    2 

  مساحة المثلث = 1 حاصل ضرب اي ضلعين في جا الزاوية المحصورة بينهما 
                     2
ومساحة ∆أ م ب = 1 ق× نق ، جا ﮬ = 1 نق 2 جا ﮬ 

                         2                       2 

اذن مساحة القطعة الدائرية أ ي ب = 1 ﮬ نق2  - 1 نق 2 جا ﮬ 

                  د                           2              2 

                                           = 1 نق 2 ( ﮬ د - جا ﮬ )
                                          2                                                

    أ              ع         ب

مثال : اوجد مساحة القطعة الدائرية التي طول نصف قطر دائرتها 8سم وقياس زاويتها المركزية ( اعتبر ان ∏ =3) 

الحل : ﮬد( التقدير الدائري لقياس زاوية القطعة 120)

            = 120× ∏ = 2 ∏ = 2 × 3 = 2
                           180    3        3 


    مساحة القطعة الدائرية = 1 نق 2 ( ﮬ د - جا ﮬ )
                                    2       

                                = 1  × 64 ( 2 -    3     )                                   

                                    2                     2 

                               = 32 ( 2 -     3     )

                                                        2 

                                   = 16 ( 4 -      3   ) سم 2
أسئلة : 

1) دائرة ومساحتها6 ‚53سم2, اوجد مساحة قطاع من هذه الدائرة زاويته 67
2) قطاع دائري طول محيطه 12سم ومساحته 8سم2 . احسب طول نصف قطر 
دائرته وقياس زاويته المركزية بالتقديرين الدائري والستيني
3) أ نقطة خارج دائرة مركزها م ونصف قطرها 6سم بحيث كان م أ = 12سم ، 
رسم من أ مماسان للدائرة يمسانها  في ب ، ج اوجد لأقرب سم2 مساحة الجزء 
المحصور بين المماسين والقوس الاصغر ب ج .
4) قطعة دائرية ارتفاعها 3سم ، وطول نصف قطر دائرتها 5 سم فما مساحتها        لأقرب سم2 ؟

الاحصاء والاحتمالات   Statistics and probability:

مقدمة : 
درست في السابق  بعض المواضيع الاحصائية ، مثل كيفية انشاء الجداول التكرارية وتمثيلها 

بيانيا بالمدرج التكراري ، والمضلع التكراري ، كما مر معك كيفية حساب الوسط الحسابي لقيم غير مبوبة 

وللجداول التكرارية وسوف تدرس في هذا العام بعض هذه المواضيع وغيرها وبمزيد من التوسع .0

مقاييس التشتتMeasures of Spread          : 

هناك ثلاثة مقاييس للتشتت وهي: 

1- المدى   Range
2- الانحراف المعياريStandard Deviation      

3- التباين Variance   
1- المدى : 
يعرف المدى بأنه: الفرق بين أكبر القيم وأصغرها لمجموعة من البيانات ويعتبر المدى أبسط مقاييس التشتت وأسهلها حسابا، وبالطبع كلما كان المدى صغيرا كان ذلك دليلا على تجانس القيم وانخفاض التشتت .

مثال: أحسب المدى للبيانات الآتية : 16 ، 15، 12 ، 20، 19، 7 ، 13، 5 ، -1 

الحل: 
المدى = أكبر قيمة – أصغر قيمة 

                               20 - - 1 = 21

في حالة الجداول التكرارية ذات الفئات فان المدى يعرف بأنه الفرق بين الحد الأعلى للفئة الأخيرة والحد الأدنى للفئة الأولى ( على فرض أن الفئات مرتبة تصاعديا) + 1 

مثال: الجدول التكراري الآتي يمثل علامات طلبة الصف التاسع في الرياضيات 
احسب المدى للعلامات 

	فئة العلامة
	30- 39
	40-49
	50-59
	60-69
	70-79
	80-89
	90-99

	التكرار
	2
	3
	6
	13
	8
	5
	3


الحل: 
المدى= الحد الأعلى للفئة الأخيرة – الحد الأدنى للفئة الأولى + 1

       = 99- 30 +1

       = 70

يعتبر المدى أقل مقاييس التشتت دقة لأنه يعتمد في حسابه على قيمتين فقط وهذا يؤدي الى نتائج مضللة وخاصة 

في حالة وجود قيم فمثلا: اذا كانت علامات مجموعة من طلبة الصف التاسع في مدرسة ما كما يأتي:

81، 74 ، 79، 85، 20، 77، 86، 100، 80

فان المدى = 100- 20= 80 بينما معظم العلامات تقع بين 74 و86 أي أنها متقاربة بعضها من بعض وهذا 

عكس ما يستنتج من قيمة المدى .

الانحراف المعياري: 
يعرف الانحراف المعياري بأنه الجذر التربيعي لمتوسط مجموع مربعات انحرافات القيم عن وسطها الحسابي فاذا كانت س1 ، س2 .......س ن مفردات عددها ن ووسطها الحسابي س : 


                                              ( مجموع مربعات انحرافات القيم عن وسطها الحسابي )

فان الانحراف المعياري ( =  
                    (
[image: image25.wmf]عدد القيم )


             
أو بالرموز ( =         (س1 – س) 2 + (س 2 – س ) 2 + ...... (س ن – س ) 2                              


ن 


    أو ( =            
  (س – س ) 2



    ن

مثال: احسب الانحراف المعياري لمجموعة البيانات 1، 2، 3، 4، 5

الحل: 
· نحسب الوسط الحسابي   س =  1 + 2+ 3+ 4+ 5 =    15  = 3 
         5                    5
· نحسب الانحرافات عن الوسط الحسابي وتوزيعها : 
	س
	س
	س -  س
	( س –  س) 2

	1
	3
	-2
	4

	2
	3
	-1
	1

	3
	3
	صفر
	صفر

	4
	3
	1
	1

	5
	3
	2
	4

	المجموع
	10


· نجد مجموع مربعات الانحرافات ونحسب متوسطها :
= 4 + 1 + 0 + 1 +4     = 2

  5
· نجد الجذر التربيعي لمتوسط مجموع مربعات الانحرافات عن وسطها الحسابي فيكون الانحراف 
المعياري يساوي      2     


أو بالرموز ( = 
     10      = 2

   5
اما في حالة حساب الانحراف المعياري للجداول التكرارية فاننا نستعمل الصيغة الآتية : 


( =                ت ( س- س ) 2 




       ن 

حيث : س: تمثل القيمة أو مركز الفئة          س : الوسط الحسابي
                          ت: التكرار                                          
         ن : مجموع التكرارت 

مثال : الجدول التكراري الآتي يمثل عدد الأطفال لكل عائلة من 50 عائلة قطرية 

الحل:

	عدد الأطفال (س)
	عدد العائلات (ت)
	ت × س
	س – س


	(س – س) 2

	ت ×(س – س) 2


	0
	5
	0
	-3
	9
	45

	1
	5
	5
	-2
	4
	20

	2
	9
	18
	-1
	1
	9

	3
	10
	30
	0
	0
	0

	4
	12
	48
	1
	1
	12

	5
	5
	25
	2
	4
	20

	6
	4
	24
	3
	9
	36

	المجموع
	50
	150
	
	
	142



       

· نحسب الوسط الحسابي لعدد الأطفال :  س = مجموع  (ت × س) = 150= 3 


ن         50
· نحسب الانحرافات عن الوسط الحسابي (س – س) 
· نربع الانحرافات عن الوسط الحسابي (س – س) 2
· نضرب مربع الانحرافات عن الوسط الحسابي في التكرار ونجد مجموع هذا العمود والذي يساوي
 142
·  نطبق قانون الانحراف المعياري فتصبح النتيجة 

( =          142    = 69(1

  50
التباين : 
يعرف التباين بأنه مربع الانحراف المعياري ويعتبر أحد مقاييس التشتت ويستخدم في كثير من 

الدراسات الاحصائية المتقدمة

مثال: اذا كان الانحراف المعياري لعدد من المفردات = 4 فما هو التباين ؟

الحل:
التباين = مربع الانحراف المعياري 

التباين = ( 2= 4 2= 16 

تمارين ومسائل: 

1- اذا كان مستوى السكر في الدم لثمانية مرضى ادخلوا الى مستشفى ما كما يأتي :

80 ،76 ، 81 ، 71 ، 73 ، 89 ، 74 ، 108

أحسب:

1- المدى

2- التباين

3- الانحراف المعياري 
2- الجدول التكراري الآتي يمثل توزيع علامات 40 طالبا في أحد المباحث الدراسية:
	فئات العلامات 
	40-44
	45-49
	50-54
	55-59
	60-64
	65-69
	70-74

	التكرار
	2
	6
	8
	4
	10
	6
	4


أحسب الانحراف المعياري للأعمار

ملاحظات على الانحراف المعياري :

· عند اضافة ( أو طرح) عدد ثابت لكل قيمة من المشاهدات فان قيمة الانحراف المعياري لا تتغير.
· عند ضرب ( أو قسمة) كل قيمة من المشاهدات في عدد ثابت فان الانحراف المعياري الجديد يساوي 
الانحراف المعياري الأصلي مضروبا ( أو مقسوما ) بالقيمة المطلقة لهذا العدد الثابت.
المئيناتPercentiles :

لقد درست سابقا مقاييس النزعة المركزية ومنها الوسيط الذي يعرف بانه القيمة التي يقل عناه أو يساويها نصف 

القيم ويزيد عنها أو يساويها نصف القيم الآخر وذلك بعد ترتيب تلك القيم تصاعديا أو تنازليا . واذا استخدمت 

النسبة المئوية في تعريف الوسيط فهو القيمة التي يقل عنها أو يساويها 50 % من القيم ويزيد عنها أو يساويها

 50% من القيم ( بعد الترتيب تصاعديا او تنازليا) وفي هذه الحالة يسمى الوسط ايضا المئين 50 ويرمز له 

بالرمز م 50 والعدد 50 يسمى الرتبة المئينية .

المئين:

اذا تم ترتيب مجموعة من المشاهدات تصاعديا فان القيمة التي يكون اقل منها أو يساويها 
س% من المشاهدات وأعلى منها أو يساويها ( 100 – س) % من تلك المشاهدات تسمى 
المئين س ويرمز له بالرمز م س حيث تأخذ س القيم 1، 2، 3 ....99 .
ان حساب المئينات مفيد في كثير من التطبيقات العملية فقد يقر معلم اعطاء أحسن 10 % من الطلبة في امتحان الرياضيات جوائز تقديرية ويحتاج بذلك معرفة العلامة الفاصلة التي تحد من يستحق هذه الجائزة أي أنه بحاجة لمعرفة العلامة التي تقل عنها أو يساويها 90% من الطلبة . اذن فهو بحاجة لمعرفة المئين 90 .

سيتم شرح كيفية حساب بعض المئينات المشهورة مثل م 25 ، م 50 ، م 75  لجداول التوزيع التكرارية حسابيا وبيانيا ، وسيستحسن حساب المئينات عندما يكون عدد القيم كبيرا نسبيا حتى لا يشترك أكثر من مئين بنفس القيمة.

المئينات للبيانات المبوبة في جداول توزيع تكرارية :

يمكن استخدام التناسب لحساب قيم تقريبية لهذه المئينات كما هو مبين في المثال الآتي :

مثال: الجدول التكراري المجاور يمثل علامات 40 طالبا في امتحان 

الاحصاء : احسب لهذا التوزيع التكراري :

	الفئات
	التكرار

	30-39
	1

	40-49
	2

	50-59
	5

	60-69
	11

	70-79
	14

	80-89
	5

	90-99
	2


1- م 25             

2- م 50 

3- م 75 
4- الرتبة المئينية  للعلامة  86 .
الحل:  

لارتباط المئينات بالتكرار التراكمي ، فاننا نكون جدولا بالتكرارت التراكمية للحدود الفعلية للفئات كما يأتي : 

	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59
م 25
	8                   
10           

	أقل من 5(69
	19

	أقل من 5(79
	33


	أقل من 5(89
	38


	أقل من5(99
	40


1- المئين 25 ( م 25)Lower (first)  Quartile  
حيث أن الرتبة المئينة تساوي 25 فان عدد القيم التي تقل عن م 25 يساوي 25   × 40 = 10 قيم 

                                                                                            10

بما أن عدد القيم التي تقل عن 5(59 يساوي 8 قيم وعدد القيم التي تقل عن أقل من 5(69 يساوي 19 قيمة ، اذن القيمة العاشرة تقع بين 5(59 و  5(69 وباستخدام التناسب نجد أن : 

م 25 -  5(59 = 10 - 8

      5(69- 5(59
      19 -8

م 25 -  5(59   =  2


         10
11
11(م 25 -  5(59) = 2× 10

م 25 -  5(59        =    20



                11 
م 25 = 5(59 + 8(1= 3(61

أي 25% من العلامات تقل عن العلامة 3(61 .

2- م 50 الوسيط : Median (second Quartile) 50th percentile
عدد القيم التي تقل عن م 50 يساوي    50  × 40 = 20 قيمة .

                                             100
	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59

	8


	م50
أقل من 5(69
	19                  

	أقل من 5(79
	33


	أقل من 5(89
	38


	أقل من5(99
	40



20

كما سبق في حساب م 25  فان عدد القيم هي أقل من 5(69 يساوي 19 قيمة وعدد القيم التي هي   أقل من 5(  79  هو 33 قيمة اذن القيمة العشرون تقع بينهما وباستخدام التناسب نجد أن : 
م50 - 5(69    =      20- 19  
    
5(79 - 5(69
32- 19 
م50 -  5(69      =       1

      10
  14
م50 -  5(69      = 10

14
م50    = 5(69   +   10  
                           14
م50    = 5(69   + 7(0
م50    = 2(70
أي أن 50 % من العلامات تقل عن العلامة 2(70 

ج-    م 75  عدد القيم التي تقل عن م 75 يساوي  75 × 40 = 30 قيمة 

                                                            100

	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59

	8


	م50
أقل من 5(69
	19                  

	أقل من 5(79
	33


	أقل من 5(89
	38




30

باستخدام التناسب كما سبق فان: م 75 -    5(69 = 30 – 19 =   11   


   5(79 -  5(69          33- 19         14
14 (م 75 -    5(69) = 10× 11 

م 75 -    5(69 =   10 × 11
                  
   14

م 75 = 5(69  +     10 × 11


  14

      = 5(69+ 9(7 = 4(77 

أي 75% من العلامات تقل عن العلامة  4(77 .

د- الرتبة المئينية للقيمة 86 :  القيمة 86 تقع بين 5(79 ، 5(89 وباستخدام التناسب فان: 
	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59

	8


	
أقل من 5(69
	19                  

	
أقل من 5(79
	33
    

	أقل من 5(89
	38




ك 

5(89 - 5(79    =   38   - 33 

   86- 5(79
ك - 33
10      =         5  

5(6
 ك -33
ك – 33 = 5 × 5(6 

  10
ك = 33 + 25(3 = 25(36 عدد القيم التي تقل عن 86 وعليه فان نسبة القيم التي تقل عن 86 تساوي :

25(36    × 100% = 6(90 % أي ان رتبة المئينة للعلامة 86 هي 91% تقريبا .

   40
تمارين ومسائل : 
1- كانت درجات الحرارة في احدى المدن في اسبوع من شهر شباط مقدرة بالدرجات المئوية كما يلي:

3 ، 2 ،5 ، 2 ، 7 ، 0، 2 أحسب كلا من :

أ) المدى

ب) التباين

ج) الانحراف المعياري 

2- اذا كان المدى والتباين لدرجات الحرارة المئوية في مدينة ما خلال اسبوع 10 و 5 على الترتيب واذا حولت درجات الحرارة من مئوية الى فهرنهايتية فما قيمة كل من المدى والتباين بعد التحويل ؟ 

( ف = 9 م + 32) . 

         5
3- الجدول الآتي يمثل التوزيع التكراري للزمن ( لاقرب دقيقة ) والذي استغرقه 36 طالبا للاجابة عن أسئلة 

امتحان ما : 

	فئات الزمن
	20-24
	25-29
	30-34
	35-39
	40-44

	التكرار
	3
	5
	10
	12
	6


جد :

1- المدى

2- التباين والانحراف المعياري 

3- المئين 25 حسابيا 

4- المئين 75 بيانيا 

5- الرتبة المئينية للزمن 36 دقيقة .

الارتباط Correlation   : 

سبق وأن تعرضنا لموضوع الاحصاء والذي يهتم بجمع البيانات وعرضها بيانيا أو بطرق أخرى ومعالجتها من 

خلال ايجاد بعض المقاييس المتعلقة بها مثل مثل مقاييس النزعة المركزية ومقاييس التشتت وسوف نكمل دراستنا 

حول العلاقة بين بيانات لظواهر مختلفة لنفس المجتمع الاحصائي .

أولا: شكل الانتشارScatter Diagram  :  

مثال: الجدول التالي يمثل عدد أفراد 10 اسر أخذت عشوائيا من احدى المدن واستهلاك هذه الاسر شهريا من الماء بالمتر المكعب .

	رقم الأسرة
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	عدد أفراد الأسرة (س)
	4
	6
	5
	3
	8
	6
	9
	10
	2
	4

	كمية استهلاك الماء (ص)
	8
	10
	9
	6
	10
	12
	15
	18
	6
	7


ان عدد أفراد الأسرة يأخذ قيما مختلفة ، ولذلك فانه بامكاننا التعبير عن ذلك بمتغير وليكن س .

كذلك فان استهلاك الماء يأخذ قيما متغيرة أيضا ، وبامكاننا ايضا التعبير بمتغير آخر وليكن ص .

يمكن ملاحظة أيضا أن هناك علاقة ما بين كمية استهلاك الماء (ص) وعدد أفراد الاسرة (س) وأن استهلاك الماء يعتمد بصورة ما على عدد أفراد الأسرة ، في هذه الحالة فاننا نطلق اسم المتغير المستقل على س ، والمتغير التابع على ص . 

وعند تمثيل الجدول السابق بيانيا ، فانن نختار قيم س كمتغير مستقل لتكون الاحداثيات السينية للنقاط التي سنعينها بينما نختار قيم ص كمتغير تابع لتكون الاحداثيات الصادية لتلك النقاط كما يلي :

(4 ، 8) (6، 10) - - - ، (4، 7) 

أما الشكل الناتج من تعيين هذه النقاط فاننا نطلق عليه اسم شكل الانتشار كما هو موضح فيما يلي: 


كمية استهلاك الماء 

       
بالمتر المكعب 

                                           
       ص 
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عدد افراد الأسرة  س .

تعريف: شكل الانتشار هو الشكل الناتج من تعيين النقاط ( س1 ، ص1 ) ، (س2، ص2) ، 
للمتغيرين المستقل س والتابع ص حيث ( س1 ، ص1 ) تمثل قيم المتغيرين للعنصر الأول في 
العينة ، (س2، ص2) تمثل قيم المتغيرين للعنصر الثاني وهكذا. 
أنظر شكل الانتشار السابق ، ولاحظ انه يمكننا القول بأنه كلما زادت قيم س زادت قيم ص في 
أغلب الحالات وكذلك فانه كلما نقصت قيم س تنقص قيم ص مع ملاحظة أن ذلك لا يحدث 
بصورة كاملة في هذه الحالة تقول بان العلاقة أو الارتباط بين المتغيرين س وص هو ايجابي .

مثال: 

الجدول التالي يمثل عدد الطلاب س الذين يقومون بتنظيف ملعب مدرستهم وعدد الساعات ص التي يحتاجونها لانهاء العمل خلال اسبوع من التنظيف اليومي . أرسم شكل الانتشار لهذا الجدول .

	اليوم
	الاول 
	الثاني
	الثالث
	الرابع
	الخامس
	السادس
	السابع

	عدد الطلاب س 
	8
	7
	6
	10
	5
	9
	4

	عدد الساعات ص
	4
	5
	6
	3
	6
	4
	7


الحل: نعين النقاط كما هو في الشكل المقابل فيكون شكل الانتشار المطلوب .


عدد الساعات ص 
                                   عدد الطلاب س
لاحظ أنه كلما زاد عدد الطلاب س نقصت ساعات العمل ص في أغلب الحالات وبالمثل كلما 
نقص عدد الطلاب زادت ساعات العمل نقول بأن العلاقة أو الارتباط بين س ، ص هو سلبي .

ان شكل الانتشار لا يعطي صورة واضحة ودقيقة عن طبيعة العلاقة أو الارتباط بين المتغيرين 
بل يعطيان فكرة عن سلبية أو ايجابية أو عدم وجود علاقة كذلك يبين فيما اذا كانت العلاقة اما 
خطية أو غير ذلك كما هو موضح بين المتغيرين في الأشكال التالية :



ارتباط ( خطي ايجابي)

        ×

×
×


×
×


×

                ×        ×

   ×

 ×

×
     ×
                   ارتباط خطي سلبي 
                                           ×
×

    ×
                                   ×
×
                               ×


×
                       لا يوجد ارتباط بين س وص 

×××××


×××××
                               ×××

                                                                    ×
ارتباط خطي ايجابي تام 

                                                                           ×


                            ×


                                   ×


                                           ×




                                                                                          ×
ارتباط خطي سلبي تام 

                                                                                    ×

                                                                              ×

                                                                        ×

                                                                  ×




       ×


        ×


              ×
ارتباط ايجابي غير خطي 


                    ×


                             ×


                                    ×


                                             ×


                            ×


×
×


            ×

ارتباط سلبي غير خطي 

                                  
 ×


 ×


   ×

                                                      ×


  ×


     ×


          ×


مثال:
 اعط مثالا لمتغيرين يرتبطان بارتباط 

1- ايجابي قوي                 2- سلبي قوي

الحل:
1- ارتباط ايجابي بين متغيرين س، ص حيث 
     
                 س: عدد الأيام التي يعمل بها أحد العمال في الشهر.

   
     ص: الدخل الشهري 
                           كلما زادت ايام العمل التي يعمل بها ذلك العامل كلما زاد الدخل الشهري         

                            للعامل 
2- ارتباط سلبي بين متغيرين س، ص حيث:

س: عدد الدقائق التي تضاء بها شمعة 

ص: طول الشمعة 

كلما زادت عدد الدقائق التي تضاء بها الشمعة ، كلما قل طول تلك الشمعة .

تمارين ومسائل:

1- الجدول التالي يمثل المتغيرين بين عمر طالب والمتغير ص : معامل الذكاء له .

	س
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	ص
	90
	110
	100
	112
	115
	105


ارسم شكل الانتشار وحدد ان كان الارتباط بين المتغيرين ايجابيا ام سلبيا .

2- اذا كان ص = 2س + 1 كون جدولا بقيم س، ص حيث(1   س ( 7 ، س تنتمي الى ص ثم 
حدد نوع الارتباط بين س ، ص 

ثانيا: معامل الارتباطCorrelation coefficient : 

يمكن الحكم على قوة الارتباط الخطي وبين المتغيرين س وص من خلال شكل الانتشار كما أوضحنا في الدرس 

السابق .

ان الاحكام على قوة الارتباط بين المتغيرين هي احكام غير دقيقة ولا يمكن الاعتماد عليها في بناء علاقة رياضية 

يستفاد منها ولذلك فسوف نتعرف على مقياس لتحديد العلاقة بين المتغيرين بصورة دقيقة تبين درجة الارتباط 

وتحدد ان كان الارتباط ايجابيا ام سلبيا.

وهذا المقياس هو معامل الارتباط ويرمز له بالرمز ر
[image: image27.wmf]'

  (-1، 1( وسنتعرف على طريقتين لحساب معامل 

الارتباط هما : 1- معامل ارتباط بيرسون         2- معامل ارتباط سبيرمان .

ومن الجدير بالذكر أن معامل الارتباط لنفس العينة يمكن أن يختل باختلاف طريقة حسابه.

معامل ارتباط بيرسونPereson : 

اذا كان س ، ص متغيرين لظاهرة في عينة حجمها ن ، وكانت الازواج المرتبة ( س1، ص1) ....( س ن، ص ن)

هي قيم المتغيرين فان معامل ارتباط بيرسون يعطى بالعلاقة. 

ر =       
س ص – ن  س ص 


        



           س 2 - ن  س  2
      ص 2 – ن ص 2

حيث : س = الوسط الحسابي للمتغير س =        س 


  

                                                           ن 

ص = الوسط الحسابي للمتغير ص =        ص

   ن
مثال: احسب معامل ارتباط بيرسون بين المتغيرين س ، ص واللذان يمثلان درجات الحرارة في خمسة أيام من شهر كانون الثاني في احدى السنوات في مدينتي رام الله والقدس على الترتيب .
	اليوم
	3/12
	4/12
	5/12
	6/12
	7/12

	رام الله س
	-3
	0
	4
	8
	11

	القدس ص
	2
	-1
	3
	5
	6


الحل:  نكون الجدول لتالي: 

	س
	ص
	س2
	ص 2
	س ص

	-3
	2
	9
	4
	-6

	0
	-1
	0
	1
	0

	4
	3
	16
	9
	12

	8
	5
	64
	25
	40

	11
	6
	121
	36
	66

	المجموع = 20
	المجموع = 15
	المجموع = 210
	المجموع = 75
	المجموع = 112


الوسط الحسابي للمتغير س =  20     = 4

5

الوسط الحسابي للمتغير ص =       ص   =   15   = 3

5

    ن 
ر =      
س ص –  ن  س ص 

        

           س 2 - ن  س  2
      ص 2 – ن ص 2
=              112 – 5 × 3 × 4 
=            52
= 52

      210- 5 × 4 2       75 – 5× 3 2
        130
30            
3900
نستطيع القول بان هناك ارتباطا ايجابيا قويا بين درجة الحرارة في القدس ورام الله كما هو موضح من الجدول اذ 

تزداد الحرارة في رام الله عندما تزداد في القدس .

معامل ارتباط سبيرمان ( الرتب)Sperman( Rank)  :

عندما لا تتوفر القياسات الحقيقية للمتغيرين المراد ايجاد معامل الارتباط بينهما . ويوفر ترتيبهما كمثل درجة 

ملوحة كمية من المياه وعلاقة ذلك بدرجة حرارتها فاننا نلجأ لاستخدام معادلة سبيرمان وهي:  

ر =   1 -     6 
   ف 2

       
  ن ( ن 2 – 1) 
حيث ف هي الفرق بين رتب المتغيرين المتناظرين ، ن حجم العينة .

مثال: كانت رتب علامات 5 طلاب في امتحاني الرياضيات والفيزياء .

	اسم الطالب
	رتبته في الرياضيات س ن
	رتبته في الفيزياء ص ن

	سلوى
	الثاني
	الاول

	أحمد
	الاول
	الثالث

	قاسم
	الرابع
	الخامس

	علي
	الخامس
	السادس

	جورج
	السادس
	الرابع

	سامي
	الثالث
	الثاني


اوجد معامل ارتباط سبيرمان بين علامتي الرياضيات والفيزياء وحدد ان كان الارتباط ايجابيا ام سلبيا.

الحل: 

	رتب س
	رتب ص
	ف
	ف 2

	2
	1
	1
	1

	1
	3
	-2
	4

	4
	5
	-1
	1

	5
	6
	-1
	1

	6
	4
	2
	4

	3
	2
	1
	1

12



ر =   1 -     6 
   ف 2
= 1 – 6 × 12
= 1 – 72 

210
       
  ن ( ن 2 – 1) 
  6(35) 
نلاحظ أن الارتباط ايجابي .

ملاحظات عامة على معامل الارتباط:
·  قد تختلف قيمة معامل الارتباط لنفس العينة باختلاف طريقة حسابه.
· لا يتأثر معامل الارتباط بالاضافة أو الطرح الذي يطرأ على المشاهدات الأصلية .
· يتأثر معامل الارتباط في حالة واحدة فقط وهي ضرب قيم أحد المتغيرين في عدد موجب ، وقيم 
      المتغير الآخر في عدد سالب وعندها تنعكس اشارة معامل الارتباط فقط ، فاننا نستطيع تعميم 

      الملاحظتين2،3 كما يلي:

اذا كان معامل الارتباط بين المتغيرين س، ص يساوي ر ، وتغيرت س الى  س* = أس +ج ، وتغيرت 

ص الى ص* = ب ص + د 
أ ، ب، ج، د
[image: image28.wmf]'

 ح ، أ ، ب ( 0 .

فان معامل الارتباط س* ، ص*  =       ر      عندما أب ( 0

  - ر     عندما أب ( 0
· عند اعطاء رتبة المتغير فيجوز ترتيب كلا المتغيرين تصاعديا  أو تنازليا .
· اذا كانت ر موجبة ، فان الارتباط بين س ، ص ايجابي 
· اذا كانت ر سالبة ، فان الارتباط بين س ، ص سلبي.
· كلما زادت قيمة ( ر (  ، كلما كان الارتباط أقوى سلبا أم ايجابيا .
· يعتبر معامل بيرسون للارتباط أكثر دقة للعلامة بين المتغيرين من معامل سبيرمان كونه يعتمد على 
القيم الأصلية في حين يعتمد معامل سبيرمان على رتب القيم .

مثال: اذا كان معامل الارتباط بين المتغيرين س ، ص هو 56(0 احسب معمل الارتباط بين س* ، ص*  
في حالة  : س* = 3س ،  ص*  = 5 س 

الحل:  ر = 56(0 

تمارين ومسائل: 
1- يبين الجدول التالي العلاقة بين كمية السماد وكمية الانتاج بالطن لمجموعة من القطن الزراعية : 
	قطعة للأرض
	الأولى
	الثانية
	الثالثة
	الرابعة

	س
	3
	4
	3
	2

	ص
	8
	9
	7
	4


1- ارسم شكل الانتشار للعلاقة بين المتغيرين أعلاه .
2- احسب معامل ارتباط بيرسون بين المتغيرين 
2- حسب معامل ارتباط سبيرمان للرتب فكان 17/ 33 فاذا علمت أن مجموع مربعات الفروق بين 

الرتب المتناظرة للمتغيرين هو 80 احسب حجم العينة .

الانحدار البسيطRegression   : 
الجدول التالي يبين أعمار وأطوال خمسة اطفال حيث العمر بالسنوات والطول بالدسم .

	العمر

	س
	6
	9
	8
	7
	5

	الطول

	ص
	9
	13
	12
	12
	9


الشكل المجاور يمثل شكل الانتشار حيث المحور السيني يمثل العمر وهو المتغير المستقل ، والمحور الصادي 

يمثل الطول وهو يمثل المتغير التابع .

                 الطول 

                 ص

العمر 
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يلاحظ من الشكل ان الارتباط بين المتغيرين س ، ص هو ارتباط ايجابي قوي كذلك يلاحظ ان

الارتباط هو ارتباط خطي ، وهذا يعني ان هنالك خط مستقيم يمر بمعظم النقاط أنظر الشكل .

يسمى هذا الخط والذي يعتبر أفضل ملائمة للعلاقة بين المتغيرين بخط انحدار ص على س 
ومعادلته على الصورة العامة للخط المستقيم ص=  أس + ب .

ولمعرفة هذه المعادلة يمكن اتباع  الطريقة التالية :

1. طريقة الرسم : في هذه الطريقة ، نعين النقاط المعطاة في الجدول بحيث 
نحدد المحور السيني للمتغير المستقل والاحداثي الصادي للمتغير التابع ، ثم 
نرسم خطا ملائما ونجد معادلته باستخدام النقاط التي يمر بها .

مثال: أوجد معادلة خط انحدار ص على س للجدول الممثل لشكل الانتشار السابق. 

الحل: 
المعادلة هي على الصورة أس + ب ويمثل الخط المستقيم المرسوم في الشكل المجاور التمثيل البياني للمعادلة أعلاه ، وحيث ان ب في المعادلة هي المقطع الصادي ، فان ب = 4 .

ولايجاد قيمة أ نأخذ أي نقطة تقع على الخط مثل (5 ، 9) ونعوضها في المعادلة في المعادلة 
فتصبح 9 = 5 أ +4 أي أن أ = 1 

اذن المعادلة المطلوبة هي ص = س + 4 

ملاحظة : يمكن ايجاد المعادلة السابقة بايجاد معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتين .

التنبؤ: Precidtion  
في المثال السابق يمكن استخدام معادلة خط الانحدار ص على س للتنبؤ بقيم ص عند معرفة قيم 
س ، ومعادلة التنبؤ هي ص = س + 4 حيث يمكن التنبؤ بقيمة ص عند معرفة قيمة س أما القيمة 
المتنبأ بها للمتغير ص فتكتب على الصورة ص ^
مثال:
 في المثال السابق جد الطول الذي يتنبأ به لطفل عمره 6 سنوات ، ثم جد الطول الحقيقي له وقيمة الخطأ في التنبؤ .

الحل: 
         معادلة خط الانحدار ص على س هي ص = س +4

             وعليه القيمة المتنبأ بها ص ^ =  س +4 


= 6+ 4 = 10 دسم 
اما الطول الحقيقي لذلك الطفل فهو 9 ( من الجدول ) 

وعليه يكون الخطأ في التنبأ = الطول الحقيقي – الطول المتنبأ به 

                                   = 10 - 9= 1

تمارين ومسائل: 
1_    ارسم شكل الانتشار للجدول التالي ، وارسم أفضل خط انحدار ثم جد معادلته :
	س
	3
	2
	7
	5
	3

	ص
	5
	0
	9
	10
	6


2- استخدم معادلة خط الانحدار ص على س في السؤال الأول 
1- جد  ص ^ حيث س = 6
2- جد  ص ^ حيث س = 7 ، جد الخطأ في التنبأ 
                       الاحتمالاتProbability   
الجداول التكرارية : 
طلب احد الاساتذة من احمد ان يلقي قطعة نقود 20 مرة ويفرغ ما يحصل عليه في جدول 
تكراري كالآتي:

	الناتج
	الاشارة
	التكرار
	التكرار النسبي

	صورة
	

	17
	17

20

	كتابة
	
	3
	3

20

	المجموع
	
	20
	1


لاحظ أن التكرار النسبي لاي نتيجة لا يمكن أن يزيد عن 1 أو يقل عن صفر ويسمى احتمال 
ذلك الناتج .

التجربة العشوائيةRandom Experiment    

تعريف: التجربة العشوائية هي التجربة التي يمكن معرفة جميع النواتج الممكنة لها مقدما 
( أي قبل اجرائها ) ولكنه لا يمكن تحديد الناتج الذي سيتحقق فعلا الا بعد اجرائها.
فمثلا: تجربة القاء نقود عادية لملاحظة الوجه الظاهر هي تجربة عشوائية لان هناك امكانية 
حصول أكثر من ناتج ، ويمكننا معرفة جميع النواتج الممكنة لها قبل اجرائها وهي اما 
صورة او كتابة ، ولكن لا يمكننا القول أن الناتج صورة بالتأكيد او كتابة بالتأكيد الا بعد 
اجرائها.

تعريف:  فراغ العينةSample Space  ويرمز له بالرمز Ω
 فراغ العينة المرتبط بتجربة عشوائية هو مجموعة جميع النواتج الممكنة لهذه 
التجربة .

فمثلا فراغ العينة لتجربة القاء قطعة نقود هو{ص، ك}

وفراغ العينة لتجربة القاء قطعتي نقود مختلفتين هو :{ص ص ، ص ك ، ك ص ، ك ك } .

وفراغ العينة لتجربة القاء حجر نرد عادي هو : { 1، 2، 3، 4، 5، 6، } 

أما اذا كان لدينا حجر نرد غير عادي يوجد على أوجهه الأرقام 1 ، 1، 2، 5، 5، 5، 

فان فراغ العينة لتجربة القاء هذا الحجر غير العادي هو: {1، 2، 5،}

مثال : كانت التجربة العشوائية هي زيارة العائلات التي عند كل منها ثلاثة اطفال لمعرفة 
عدد البنات . فنكتب فراغ العينة لهذه التجربة .

الحل: 

عدد البنات لكل عائلة من هذه العائلات اما ان يكون (0) أو (1)أو(2) أو (3) 

الفراغ المطلوب هو {0 ، 1 ، 2 ، 3 } 

تمارين ومسائل: 

1) كانت التجربة العشوائية هي القاء قطعتي نقد لمعرفة عدد الصور اكتب فراغ العينة لهذه 
التجربة العشوائية.

2) اذا كانت التجربة العشوائية هي القاء حجر نرد عادي مرة واحدة وملاحظة فيما اذا كان 
الناتج فرديا ام زوجيا .

أ.0 اكتب فراغ العينة لهذه التجربة العشوائية 

ب0 حاول أن تجد الاحتمال النظري للحادث ( الناتج عدد زوجي) 

	الناتج
	الاشارة
	التكرار
	الاحتمال التجريبي

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	


ج0 كرر التجربة عشر مرات واكمل الجدول الآتي : 

د0 قارن الاحتمال النظري بالاحتمال التجريبي الذي 
حصلت عليه.

ع0 متى تقترب قيمة الاحتمال التجريبي من الاحتمال النظري ؟
الحوادث والعمليات عليه Events ا: 
الحادث هو مجموعة جزئية من الفضاء العيني لتجربة عشوائية ، ويرمز للحادث بأحد 
الرموز الآتية: ح ، ح1 ، ح2، 0000
مثال: اذا كان الفضاء العيني لتجربة القاء حجر نرد منتظم مرة واحدة وملاحظة العدد الظاهر هو : 

Ω = {1، 2، 3، ،4، 5، 6، }

أكتب كلا من الحوادث الآتية وعدد عناصر كل منها 

2) ح1: حادث ظهور عدد فردي
3) ح2: حادث ظهور عدد أكبر أو يساوي 7
4) ح3: حادث ظهور عدد طبيعي أصغر أو يساوي 6
5) ح4: حادث ظهور عدد أولي 
الحل: 

1) ح1= {1،3،5}وعدد عناصره 3 

2) ح2= {}=Ǿ وعدد عناصره صفر
3) ح3= {1 ،2 ،3 ،4 ،5، 6}   وعدد عناصره 6 

4) ح4= {2 ،3 ،5 } وعدد عناصره 3 
أنواع الحوادث:
1) الحادث البسيطSimple : هو الحادث الذي يحوي عنصرا فقط من الفضاء العيني لتجربة عشوائية 
2) الحادث المركبCompound : هو الحادث الذي يحوي أكثر من عنصر واحد من الفضاء العيني لتجربة عشوائية 
3) الحادث المستحيلImpossible  : هو الحادث الذي لا يحوي أي عنصر من الفضاء العيني لتجربة عشوائية  واحتماله صفر
4) الحادث المؤكد( الأكيد)Certain  : هو الحادث الذي يحوي جميع عناصر الفضاء العيني لتجربة عشوائية واحتماله 1  
العمليات على الحوادث:
الحوادث مجموعات وبالتالي يمكن الحصول على حوادث جديدة من حادثين معلومين مثل ح1، ح2باستخدام العمليات على المجموعات وهي عملية الاتحاد Ụ وعملية التقاطع ∩ وعملية الفرق (-) وعملية ايجاد متممة مجموعة ( التتام ) .
مثال: اذا كانت Ω = {1 ،2 ،3 ،4 ،5 ،6 }

وكان ح1= {1 ،3 ، 2}  و ح2= {2 ،4 ،6} 

أوجد كلا من الحوادث الآتية : 

1) ح1 ( ح2
2) ح1( ح2 

3) ح1- ح2 

الحل: 
1) = {1 ، 3 ،2} ({2 ،4 ،6} = {! ، 2 ،  4، 3، 6} 

2)= {1 ،2 ،3}( {2 ،4، 6}= {2}

3) = {1 ،2،3}- {2،4،6}= {1 ،3}

تمارين ومسائل:

1) في تجربة اختيار عدد صحيح من بين الأعداد 1الى 8 وملاحظة العدد الناتج:
1- أكتب الفضاء العيني Ω لهذه التجربة .
2- اكتب كلا من الحوادث الآتية :
ح1: العدد الناتج زوجي

ح2: العدد الناتج يقبل القسمة على 3 دون باقي 

ح3: ح1 (ح2 

2) في تجربة قطعة نقد ثم حجر نرد منتظم مرة واحدة وملاحظة النتائج على الوجهين :
1- اكتب الفضاء العيني لهذه التجربة
2- اكتب كلا من الحوادث الآتية: 
ح1: حادث ظهور صورة مع عدد اولي

ح2: حادث ظهور صورة مع عدد فردي

ح3: ح1 ( ح2 

التكرار النسبي والاحتمال
التكرار النسبي لحادث:

هو النسبة بين عدد المرات التي يحصل فيها الحادث الى عدد مرات اجراء التجربة

فاذا القيت قطعة نقد 10 مرات متتالية وظهرت الصورة في 4 مرات منها فان التكرار 
النسبي لحادث ظهور
الصورة = عدد مرات ظهور الصورة    = 4   = 4, 0
 عدد مرات اجراء التجربة     10

للتكرارت النسبية أهمية خاصة في تقدير احتمالات الحوادث كما يوضح المثال الآتي :

مثال: ألقيت قطعة نقد منتظمة عدد من المرات ، وسجلت النتائج الآتية : 

	عدد المرات
	عدد مرات ظهور الصورة
	التكرار النسبي لعدد مرات ظهور الصورة

	50
	27
	54, 0

	100
	45
	54, 0

	200
	98
	49, 0

	300
	157
	52 ,0

	400
	209
	52 ,0

	400
	257
	51 , 0

	1000
	510
	51 , 0


يلاحظ من هذا المثال أن التكرار النسبي لعدد مرات ظهور الصورة يختلف باختلاف عدد 
مرات اجراء التجربة وأنه كلما زادت مرات اجراء التجربة كلما اتجه التكرار النسبي الى 
الاستقرار و الاقتراب من القيمة الثابتة  5 ,0 ويسمى العدد الثابت احتمال ظهور الصورة 
عند القاء قطعة النقد المنتظمة مرة واحدة .

وبوجه عام ، اذا كانت لنتائج الفضاء العيني فرصة الحدوث نفسها فان : 

      احتمال الحادث (ح) =  ل ( ح) = عدد عناصر الحادث ( ح) 

          
عدد عناصر الفضاء العيني 


= ع (ح)



  ع (Ω )

مثال : في تجربة القاء حجر نرد منتظم مرة واحدة وملاحظة العدد الظاهر أوجد احتمال كل من الحوادث الآتية :

ح1= حادث الحصول على عدد زوجي

ح2= حادث الحصول على عدد يزيد على 4

ح3= حادث الحصول على عدد زوجي أو فردي 
الحل:

 Ω = {1 ، 2، 3 ،4 ،5 ،6 }

      ح1= {2 ،4 ،6} 

حجر النرد منتظم اذن    ل (ح) =     ع (ح1)       =      3
     =         1

                                           ع (  Ω   )             6      
    2
ح2= { 5 ،6} 

ل (ح2)  = ع (ح2)  =   2
=   1


 ع (  Ω  )       6
     3
ح3= { 1، 2، 3، 4، 5، 6} 

ل (ح3) =  ع(ح3)  =    6      = 1
      ع (  Ω   )        6
تمارين ومسائل:
1- أجد احتمال سحب كرة حمراء من كيس يحوي 9 كرات متشابهة منها 5 كرات 
حمراء و4 كرات زرقاء .
2-  من بين (28) حالة ولادة في احدى المستشفيات كان عدد المواليد الذكور 12 
اختيرت حالة ولادة عشوائيا من الحالات المذكورة ما احتمال ان يكون المولود
 أنثى ؟ 

3- صندوق يحتوي على 4 كرات زرقاء 5 كرات بيضاء 6 كرات سوداء . سحبت 
كرة عشوائيا من الصندوق ولوحظ لونها ، ما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة 
زرقاء أو بيضاء؟ 
قوانين الاحتمالRules of Probability :

الحادثان المنفصلانDisjoined Events   

مثال: في تجربة القاء حجر نرد منتظم مرة واحدة ، وملاحظة الوجه الظاهر ، اذا كان :

ح1: حادث ظهور عدد زوجي ، ح 2 : حادث ظهور عدد فردي اكبر من 1  ،
فان Ω   = {1 ،2 ،3،4،5،6} ، ح1= {2 ،4 ،6} ، ح2= {3، 5}
نلاحظ أن ح1 ( ح2 = Ø نسمي مثل هذين الحادثين منفصلين فهما لا يشتركان في 
أي عنصر من عناصر الفضاء العيني .

نلاحظ ايضا ان ح 1( ح2 = {2،3،4،5،6} ما العلاقة بين ل ( ح1 (ح2) ، 
ل(ح1) ، ل(ح2) 

ل ( ح1 ( ح2) = 
5
، ل(ح1)=   3     ، ل(ح2) =  2 

                                         6                       6
   6
ل(ح1) + ل(ح2) =   5


  6
اذن ل ( ح1 ( ح2) = ل(ح1) + ل (ح2) .

بوجه عام:
القانون الاول : اذا كان ح1 ، ح2، حادثين منفصلين فان: ل ( ح1 (ح2) = ل(ح1) + ل (ح2) .
مثال: صندوق يحتوي على 4 كرات زرقاء ، 5 كرات سوداء سحبت كرة عشوائيا من الصندوق فما احتمال أن تكون الكرة المسحوبة زرقاء أو بيضاء؟ 
الحل :

ليكن ح1: حادث سحب كرة زرقاء،      ح2: حادث سحب كرة بيضاء 

ح1، ح2، حادثان منفصلان اذ لا يمكن ان تكون الكرة المسحوبة زرقاء وبيضاء في آن واحد 

ل(ح1) = 4 

            15

    ل(ح2) =  5 

 15

ل ( ح1 ( ح2) = ل(ح1) + ل (ح2)
=   4 
+  5     =    9      = 3 
         15      15        15        5
الحادثان المتقاطعان: 
يسمى الحادثان غير المنفصلان ( حادثان متقاطعان ) ، وبوجه عام اذا كان ح1، ح2 حادثين فان :

ل ( ح1 (ح2) = ل(ح1) + ل (ح2) – ل ( ح1 ( ح2) .
مثال: في تجربة رمي حجر نرد منتظم ، اذا كان ح1 حادث ظهور عدد فردي 

ح2 حادث ( ظهور عدد أقل من 4) فما احتمال ظهور عدد فردي او اقل من 4؟ 

الحل :     ح1= {2،4،6}                          ل(ح1) =      3

              
  
6
ح2= {1،2،3}                                    ل(ح2)  =    3


      6
ح1 ( ح2= {2} 
ل ( ح1 ( ح2) =    1

               
6

ل ( ح1 (ح2) = ل(ح1) + ل (ح2) – ل ( ح1 ( ح2) 

                   = 3  +  3  - 1     =    5

                  6      6     6            6

تمارين ومسائل:
1- صف فيه 50 طالبا معهم 25 طالبا يحبون كرة السلة و35 طالبا يحبون كرة القدم و15 
طالبا يحبون اللعبتين معا فاذا تم اختيار احد طلبة الصف عشوائيا فما احتمال أن يكون ممن : 

     أ- يحبون كرة السلة ؟

    ب- يحبون كرة القدم؟

    ج- يحبون اللعبتين معا؟

    د- يحبون لعبة واحدة على الأقل؟ 

الاحتمال المشروط واستقلال الحوادث 
Conditional Probability and Independence :
أولا : الاحتمال المشروط: 

هو ايجاد قيمة الاحتمال لحادث ما علما بان حادثا آخرا كان قد حدث . ويمكن حساب هذا 

الاحتمال بذات الطريقة التي يحسب فيها الاحتمال البسيط مع فارق أن هناك معرفة مسبقة أو 

شروط اضافية حول نتائج التجربة .

 ويمكن حساب الاحتمال المشروط بواحدة من الطرق التالية : 

1- اختصار الفراغ العيني ( الى  *( : حيث *( هو الفضاء العيني للتجربة 
                  بوجود الشرط .

مثال: في تجربة رمي حجري نرد ما احتمال أن يكون مجموع العددين الظاهرين هو

8 علما بأن العدد الظاهر على كل من الحجرين فرديا
الحل:
  =( { (1،1) ، ( 1 ، 2) ....( 6 ،6 ) }

*( = عدد النقاط على كل من الحجرين فرديا .
  = { ( 1، 1 ) ، ( 1، 3 ) ، (1 ، 5 ) ، (3 ،1 ) ، (3،3 ) ،( 3 ، 5)  ( 5 ،1)، (5 ،3) ، (5، 5) }

 ح : المجموع 8 = { (3 ،5 ) ، (5 ،3 ) } 

       ل (ح) =    2 .


      9
2- باستخدام تعريف الاحتمال المشروط : 
تعريف : اذا كان ح1 ، ح2 حادثين في ( ، فان احتمال حدوث ح2 بشرط حدوث ح1 ويكتب

 ل (ح2/ ح1) حيث 

ل (ح2/ ح1) =    ل ( ح1 ( ح2)


     ل ( ح1)

أي أن ل ( ح1 ( ح2) = ل (ح2/ ح1) 0 ل (ح1)

مثال: صندوق يحتوي على 4 كرات سوداء ، 5 كرات زرقاء سحبت كرتان على التوالي 
دون ارجاع احسب احتمال أن تكون الكرتان مختلفتين في اللون 

الحل:

 ليكن ح1 : الأولى زرقاء 

          ح2: الثانية زرقاء 

            س 1 : الاولى سوداء


            س2: الثانية سوداء 

ان حادث الكرتان مختلفين في اللون يعني أن تكون ( الأولى سوداء والثانية 

زرقاء) أو تكون ( الأولى زرقاء والثانية سوداء ) 

أي ل ( س 1 (ح2) أو ل ( ح1 ( س2) = ل ( س 1 (ح2) + ل ( ح1 ( س2)

= ل ( ح 2 / س1) 0 ل(س 1) + ل( س2 / ح1 ) 0ل (ح1) 

=  4 × 5 + 5 × 4 =   40  =  5         الكرة الثانية              4                 
   9   8    9     8      72        9            زرقاء               8
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5
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ثانيا: استقلال الحوادثIndependent Events :

تعربف: 
يقال للحادثين ح1، ح 2 أنهما مستقلان اذا كان وقوع ح1 أو عدم وقوعه لا يؤثر على وقوع 
ح 2 أو عدم وقوعه أي أن ل ( ح1 / ح2) = ل ( ح1) وكذلك ل (ح2/ ح1) = ل (ح2) 
اذن فان الحادثان ح1 ،ح2 مستقلان اذا كان ل ( ح1 ( ح2) = ل (ح1)0 ل (ح2) 
مثال:
 اذا كان ل (ح1) = 5(0 ، ل(ح2) = 3(0 وكان ل ( ح1 ( ح2)   = 85(0 أثبت أن ح1 ، ح2 مستقلان 
الحل:  
ل ( ح1 ( ح2)   = ل (ح1) + ل(ح2) - ل ( ح1 ( ح2)
      أي ان ل ( ح1 ( ح2) = ل (ح1) + ل(ح2) - ل ( ح1 ( ح2)   

                         = 5(0 + 7(0 - 85(0   = 35(0

               ل (ح1) × ل(ح2) = 5(0× 7(0 = 35(0

   بما أن ل (ح1) × ل(ح2) = ل ( ح1 ( ح2)  اذن فالحادثين ح1، ح2 مستقلان .

تمارين ومسائل : 
1. رمي حجر نرد مرة واحدة ، فاذا علمت أن عدد النقاط الظاهرة الى أعلى فرديا 
                   احسب بطريقتين احتمال أن يظهر العدد ثلاثة .
2. في تجربة رمي حجر نرد وقطعة نقد ما احتمال ظهور صورة على قطعة 
النقد علما بأن العدد على حجر النرد أكبر من 2 .     
3. حقيبة تحتوي على 6 كرات بيضاء ، 4 كرات سوداء سحبت كرتان على 
التتابع دون ارجاع احسب احتمال أن تكون الكرتان من نفس اللون.    
4. القيت قطعتا نقد متمايزتين معا . احسب احتمال ظهور كتابة على كل منهما 
بشرط ظهور كتابة واحدة على الأقل عليهما .      
5. اذا كان احتمال أن تعمل بطارية من نوع أ لمدة أربع ساعات هو 70% 
واحتمال أن تعمل بطارية من نوع ب لمدة أربع ساعات هو 60% احسب الاحتمالات التالية :

1- أن تعمل البطاريتان لمدة اربع ساعات 
2- أن تعمل البطارية أ  لوحدها لمدة أربع ساعات .

3- ان تعمل بطارية واحدة لمدة أربع ساعات .
4- أن تعمل بطارية على الأقل لمدة أربع ساعات .
5- أن تعمل البطارية أ اربع ساعات علما بأن البطارية ب عملت أربع ساعات .
6- مكعب دهن وجهنا منه باللون الأحمر ، وأربعة باللون الابيض فاذا رمي هذا 
المكعب مرتين ، ما احتمال ظهور اللون الأحمر في الرميتين .

.
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