 الاقتران التربيعي Quadratic function

تعريف :

الاقتران التربيعي هو كل دالة (x) يمكن كتابته على الصورة:

Ax 2+bx+c
مثال :

 ليكن  x2 +5x-6 =f(x)اوجد: 
f(0) ,f(-1),f(1),f(2),f(-3) 
الحل :
f(0)=02 +5 (0-6=-6 

f(-1)=(-1) 2 +5(-1-6= 1-5-6=-10 

f(1)= 12 +5(1-6=1+5-6=0 

f(2)22 +5(2-6=4+10-6=8

f(-3) =(-3) 2 +5(-3-6=9+-15-6=-12

مثال :
 اذا كان f(x) =3-x2 ، اوجد :

f(1), f(-1),f(2),f(0),f(-2),f(a+1)

الحل :
f(1) =3-12 =2 ,f(-1)=3-(-1) 2 =2 ,f(2) =3-(2) 2 =-1

f(0)=3-02 =3 ,f(-2)=3-(-2) 2 =-1 ,f(a+1)=3-(a+1) 2  
اذا لم يحدد المجال في السؤال ، يعتبر المجال جميع الاعداد الحقيقية ح ، اما مدى الاقتران فهو مجموعة جميع القيم الممكنة للاقتران.

 التمثيل البياني للدالة التربيعي الذي مجاله R:

 Graph of Quadratic function
 لنأخذ ابسط اقتران تربيعي  f(x)=x2 ولنحاول رسمه بيانيا.
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ونعين هذه النقاط على المستوى الديكارتي 
                                                 -9
                                                 -8
                                                 -7
                                                 -6
                                                 -5
                                                 -4


                                                 -3
                                                 -2 

                                                 -1
                  3         2        1           1 -       -2      -3
واذا حاولنا دراسة هذا الدالة بشكل اكثر فاننا نلاحظ ما يأتي :

1) اصغر قيمة يأخذها الدالة هي 0 وتحدث عند النقطة (0,0)

2) الاقتران متماثل حول محور y
3) مدى الاقتران { y:y ( 0}
4) النقطة (0,0) تسمى الرأس 
5) يسمى المنحنى المرسوم اعلاه قطعا مكافئا.
تعميم :

ان التمثيل البياني لأي دالة تربيعي هو قطع مكافئ.( Parabola)

مثال :

 ارسم الدوال التربيعية الاتية :

1)f(x)=x 2 +2                     2)f(x)=x2 -2
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الحل :أ)                          -8
                                                -7

                                                -6                             f(x)=x2 +2 

                                                -5 

                                                -4

                                                -3

                                                -2

                                                -1

                5   4     3    2    1        1-  -2  -3 -4   -5
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ب)    

                                                      -5

                                                      -4

                                                      -3                                     f(x)=x2 -1 

                                                      -2

                                                      -1

                        5  4  3  2 1         -1 -2  -3 -4 -5 

                                             1-                    

                                                  2- 

نلاحظ ان :

1) جميع هذه الدوال متماثلة حول محور Y .

2) عندما a> 0 فان : المنحنى مقعر للأعلى ،  وعندما a< 0 ، فان المنحنى مقعر للاسفل .

تعميم :

الدالة f(x)=x2 +nهو انسحاب للدالة  x2=f(x) بمقدار n وحدة باتجاه محور y الموجب اذا كانت n موجبة ، والسالب اذا كانت n سالبة.

مثال :

 ارسم الدوال التربيعية التالية :

1)f(x)=(x+2) 2                                2)f(x)=(x-1) 2           
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الحل :أ) 
                                                     -8
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                                                     -6                          f(x)=(x+2) 2
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نلاحظ أن : 

ا)جميع المنحنيات لها قيمة صغرى واحدة هي صفر .
2)محور التماثل لكل منها خط عمودي هو x =-2,x=1، وايضا  x=3على الترتيب .

تعميم :

الدالة f(x)=(x-m)2 هو انسحاب للدالة  f(x)=x2 بمقدار m باتجاه محور x الموجب اذا كانت m موجبة والسالب اذا كانت m سالبة .

مثال : مثل الدوال الاتية بيانيا:

1)f(x)=(x-1) 2 +2                                              2)f(x)=(x+2) 2 -3
   الحل:
1)f(x)=(x-1) 2 +2   
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من المثال السابق نلاحظ ان :

1) جميع هذه المنحنيات هي نفس منحنى y=x2 بعد انسحابه افقيا ثم عموديا .

2) رأس القطع المكافئ على الترتيب هو ،(1,2),(-2,-3)
مثال : 

مثل الدوال الاتية بيانيا:

1)f(x)=x2                        2)f(x)=2x2 
الحل:

أ) f(x)=x2
[image: image50.png]
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ب)        f(x)=2x2 
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مثال:

 مثل الاقترانات الاتية بيانيا :
               1)f(x)=-2x2                                      
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الحل :
1)f(x)=-2x2
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ب) 
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من المثالين السابقين نلاحظ ان :

ا)هذه الاقترانات هي تمدد للدالة f(x)=x2باتجاه محور y 

2) رأس القطع المكافئ لكل هذه الاقترانات هو((0,0

                         الهندسة Geometry
مفاهيم أولية في الهندسة : Elementary Concepts
سبق أن تعلمت مفاهيم في الهندسة مثل النقطة ، والشعاع، والقطعة المستقيمة ، والخط المستقيم وتعرفت على الفروق بينها.

وستتعرف في هذا البند على المستوى . فالورقة هي مستوى ، وسطح اللوح هو مستوى ، وسطح الحائط هو مستوى ، أما سطح الكرة أو سطح الاستطوانة، وتسمى  النقاط التي تقع في المستوى واحد نقاط مستوية ، أما النقاط التي لا تقع في المستوى واحد فتسمى نقاط غير مستوية .
خصائص المستوى : Properties of Plane
1) يمكن مده من الجوانب الى ما لا نهاية .

2) يحتوي على عدد لا نهئي من النقاط .
3) يتحدد أما بثلاث نقاط أو نقطة والخط .
العلاقة بين المستقيمات في المستوى:Lines in Plane
تكون المستقيمات على حلاة من الحالات الاتية: 

1) المستقيمات المتوازية وهي لا تتقاطع مهما امتدت .

2) المستقيمات غير المتوازنة وهي تتقاطع .
الزاوية وقياسها :  Angles and measure
تعريف :

الزاوية شكل هندسي ناتج من اتحاد شعاعين لهما نقطة البداية نفسها ،وتسمى هذه النقطة رأس الزاوية ، ويسمى الشعاعان ضلعي الزاوية .

أنواع الزاوية وفق قياساتها:Types of angles
تقسم الزوايا وفق قياساتها الى الانواع التالية :

أ)الزاوية الحادة : Acute Angleوتكون قياسها بين صفر و90.     
ب)الزاوية القائمة وقياسها 90   (Quarter Turn )Right Angle  
ج)الزاوية المنفرجةObtuse Angle  : ويكون قياسها بين 90 الى 180 

د)الزاوية المستقيمة :Straight Angle Half turn  ويكون قياسها 180

ﮬ)الزاوية المنعكسة Reflex Angle:ويكون قياسها أكبرمن 180 

والمثال الاتي يوضح هذه الأنواع :
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مثال: اذكر نوع كل زاوية مما يلي  وفق قياسها المعطى:
[image: image56.png]
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              30                                                 90                                                  150
4)                           180                             5)                                220             
الحل : الشكل (1): يمثل زاوية حادة وقياسها 30
        الشكل (2):يمثل زاوية قائمة وقياسها 90

        الشكل (3):يمثل زاوية منفرجة وقياسها 150

        الشكل(4):يمثل زاوية مستقيمة وقياسها 180 

       الشكل(5): يمثل زاوية منعكسة وقياسها 220
مثال : حدد نوع كل زاوية من الزاويا الاتية دون قياسها بالمنقلة:   


             
                (1)                           (2)                                      (3)                              (4) 

                                                                         (5)
                                                                             

الحل : (1) زاوية حادة لأنها أقل من 90 .                (2) زاوية منفرجة لأنها أقل من 180 وأكبر من 90

         (3) زاوية حادة لأتها أقل من 90                  (4) زاوية منعكسة لأنها أكبر من 180                              

                                                 (5) زاوية مستقيمة لأنها = 180

نلاحظ من المثال السابق أن زاوية 1 وزاوية 3 زاويتان حادتان لكن قياس زاوية( 3 )أكبر من قياس زاوية( 1 )        
 ويمكن تقدير قياس زاوية بمقارنتها بزاوية أخرى معلومة القياس دون الحاجة الى قياسها بالمنقلة ومن الزاويا الاساسية التي يمكن اعتمادها في هذه المقارنة : الزاوية القائمة ، والزاوية التي تمثل نصف القائمة 45 ، والزاوية المستقيمة ، وبالتدريب المتكرر على هذه المهارة سيكون التقدير أكثر قربا الى الجواب الصحيح.

مثال : قدر قياس الزاويا الاتية بالدرجات دون استخدام المنقلة:

        1)                                                                                   2)

الحل:(1)الزاوية في هذه الحالة زاوية حادة  قياسها قريب من قياس الزاوية القائمة أي من 90 ، فيكون تقدير قياس هذه الزاوية المناسب من 75-85.

       (2) هذه الزاوية منفرجة قريبة من الزاوية المستقيمة فيكون تقدير قياس هذه المناسب 175- 185 .
أسئلة :

1) في الشكل ادناه  ، اذا كان قياس M N O=90 ، ما قياس الزوايا الاخرى 

                                                   *O
                               *N                *M               *T  

                    *L 

2) في الشكل الآتي ،إذا كان :
قياس زواية (1)+ قياس زواية (2)= 80 

قياس زواية (2)+ قياس زواية (3)=80

أبين أن قياس زاوية 1 = زاوية 3 



 
                                        3   2 1 
3) قسمت زاوية مستقيمة الى ثلاث زاويا بنسبة 2: 3: 5 ،جد قياس هذه الزاويا وأرسمها.

الزاويا الناتجة من تقاطع مستقيمات في المستوى 
* الزوايتان المتكاملتان Angles Supplementary هما كل زاويتيين يكون مجموعهما يساوي 180.


                                           1    2
* الزاويتان المتقابلتان بالرأسVertically Opposite هما كل زاويتين لهما الرأس نفسه ، وتقعان في جهتين مختلفتين (متقابلتين )، وكل ضلعمن احداهما امتداد لضلع من الاخرى . 
                                                              1        2
* المستقيمان المتعامدانPerpendicular Lines هما كل مستقيمين ينتج من تقاطعهما زاوية قائمة.
                                                                      1L
                                                                 1  2
                                              2 L               3  4
             
*الزاويتان المتتامتان Complementary Angles هما كل زاويتين مجموع قياسهما 90 .
                                                                            2  
                                                            H           1           

                                                                            M

                                                                            T
أسئلة :

1) لماذا لا يمكن اعتبار النقاط  H M T في الشكل السابق نقاطا مستقيمة؟
2) زاويتان متتامتان قياس الاولى (X3) وقياس الثانية (30) ما قيمة المجهول X بالدرجات ؟
3) قياس إحدى زاويتين متكاملتين أقل من 45 ، ما القياسات الممكنة للزاوية الاخرى ؟
4) اذا تقاطع مستقيمان وكان قياس احدى الزاويا الناتجة من التقاطع 93 ، ما قياسات الزاويا الثلاث الباقية؟
الزاويا الناتجة من مستقيمين يقطعهما مستقيم  
*الزاويتـان المتبادلتان ِAlternate Angles:هما كل  زاويتين تقعان في جهتين مختلفتين من القاطع ، وتقعان داخل الخطين الاخرين ويشكلان حرف z تقريبا .

* الزاويتان المتناظرتانCorresponding angles: هما كل زاويتين تقعان على الجهة نفسها من التقاطع وتقع احداهما داخل الخطين والاخرى خارجمها

ويشكلان الحرفF تقريبا.

*الزاويتان المتحالفتان:Supplementary angles هما كل زاويتين تقعان في الجهة نفسها من القاطع وكلاهما داخل الخطين الاخرين.

مثال: لاحظ الشكل ادناه وأجب عن الاسئلة التي تليه 
                         1   5               2  7                                                       

                          6    4               3   8
أ) ما العلاقة بين الزاوية (1)والزاوية (2)؟

ب) سم زاويتين متكاملتين.

ج) ما العلاقة بين الزاوية (4)،والزاوية (3)؟

د)سم زوجين من الزاويا المتبادلة.

الحل :

1) الزاوية (1)،والزاوية (2) زاويتان متناظرتان ؛ لأنهما في الجهة نفسها من التقاطع وتقع احداهما خارج الخطين والاخرى بينهما.

2) الزاوية (1)، الزاوية(6) زاويتان متكملتان لأن مجموعهما 180.   
ج)زاوية (4)، والزاوية (3)زاويتان متحالفتان لأنهما في الجهة نفسها من القاطع وكلاهما داخل الخطين.

د)الزاوية (5)، والزاوية (3)، والزاوية (4) والزاوية (2) زاويتان متبادلتان ،في جهتين مختلفتين من القاطع وكلاهما داخل الخطين.

أسئلة :

1) في ادناه1K //2 K، 1N// 2N  اذا علمت أن قياس 

الزاوية (1) = 115                                         1N            2N
ما قياس كل من الزاويا : 2، 3 ،4 ،5 ،6 ؟
                                                         1K           6                  1
                                                                         5

                                                                                                2

                                                              2 K         4               3

2) في الشكل ادناه 
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 إذا كان 

قياس زاوية 1 =100 ، ما قياس الزاويا 2 ، 3، 4، 5؟
                                      L            M         K
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                   المثلث Triangle
عرفت سابقا أن المستوى سطح يمتد بلا نهاية من أطرافه ، وأنه يتحدد بثلاث نقاط واقعة عليه ، وعرفت أن هذه النقاط تسمى ثلاث نقاط مستوية . ولو حاولت رسم القطع المستقيمة الثلاث الواصلة بين تلك النقاط ستحصل على الشكل ادناه: 

يسمى الشكل الناتج مثلثا ، ومن صفات هذا الشكل أن له ثلاثة رؤوسVerices تمثلها ثلاث نقاط ، كما ان له ثلاثة أضلاعSides تمثلها القطع المستقيمة الثلاث ، وله ثلاث زاويا كما هو موضح من الشكل ونسمي الاضلاع والزاويا عناصر المثلث.

ويمكن أن يسمى المثلث برؤوسه ، ويرمز له بالرمز ∆ تسهيلا.

مثال :     سم المثلثات الاتية:

1) X                 2)      A                        3)       L

 Y             T        B             C                      M                   N
الحل: 

المثلث الاول : هو المثلث  X Y T (هل هناك تسميات أخرى؟)

المتلث الثاني: هو المثلث  A B C( هل هناك تسميات أخرى؟)

المثلث الثالث :هو المثلث L M N(هل هناك تسميات أخرى؟)

يمكن وصف المثلث حسب زواياه كما يأتي:

1) مثلث حاد زوايا.

2) مثلث قائم الزاوية.
3) مثلث منفرج الزاوية.
كما يمكن وصف المثلث وفق أضللاعه كما يأتي:

1) متساوي الأضلاع .

2) متساوي الضلعين .
3) مختلف الأضلاع.

مثال :
 أي مجموعة من الزاويا الاتية يمكن أن تكون زوايا مثلث:

1) 30 ، 30 ، 60

2) 90 ، 45 ، 45 
3) 180 ، 20 ،80
4) 70 ، 60 ، 50.
الحل:

1) مجموع الزويا الثلاث =120 ≠ 180 وهذا يعني أن هذه الزوايا لا تتشكل زوايا مثلث.

2) مجموع الزوايا الثلاث =180 وتتشكل هذه الزوايا زوايا مثلث.
3) مجموع الزويا الثلاث 280≠ 180 فلا يمكنأن تتشكل زوايا مثلث.
4) مجموع الزوايا الثلاث = 180 وتشكل زوايا مثلث.
الزاوية الخارجية للمثلثExterior angle
الزاوية الخارجية للمثلث هي كل زاوية مكملة لإحدى زوايا المثلث.
ويمكن التعميم بأن لكل مثلث يوجد ست زوايا خارجية.(لماذا؟)

ولكن ، ما العلاقة بين الزاوية الخارجية للمثلث وباقي زوايا المثلث؟

للإجابة عن هذا التساؤل لاحظ الشكل الاتي : 
                                       
                                                     1

                              2             3    4
مجموع قياس زاوية 4 + قياس 3 = 180 ( لماذا؟)

مجموع قياس زاوية 1 + زاوية 2 +زاوية 3 =180 (لماذا؟) 

فيمكن أن تكتب زاوية 4 + زاوية 3 = زاوية 1 +زاوية 2 +زاوية 3

          فيكون زاوية 4 = زاوية 1 + زاوية 2 
لكن زاوية 4 تععتبر زاوية خارجية عن المثلث ، وهذه الحالة يمكن ان تعميم على أي زاوية خارجية أخرى.

تعميم:

قياس الزاوية الخارجية في  المثلث تساوي مجموع قياس الزاويتين الداخليتين غير المجاورة لها.
مثال : في الاشكال الاتية أوجد قيمة الزاوية س 
1)                                         2)
                              X               X

           120            75                 90                  150
                                       3)

       60

      60

            X
الحل:
1) في الحالة الأولى :120 =75 + X لأنها زاوية خارجية ومنه

 X =120- 75 = 45
2)في الحالة الثانية : X+90 =150 ، X= 150 -90 =60

3) في الحالة الثانية :X= 60+60 =120 لأنها زاوية خارجية.

أسئلة :

1)مثلث قائم الزاوية ، النسبة بين الزوايتين الاخريين كالنسبة بين 4: 5 ،أجد قياس الزوايتين.

2)مثلث فيه قياس احدى الزوايا ضعف قياس الزاوية الاخرى ، وثلاثة أضعاف 
الزاوية الثالثة ، ما قياس زوايا هذا المثلث ؟
3) قياس زاويتين في مثلث 50 و60 ، ما أكبر قياس لزاوية خارجية لهذا 
المثلث؟(وضح طريقة الحل)

4) مثلث فيه قياس زاوية =45+X ، وقياس الزاوية 45- X، ماذا يمكن أن تقول 
عن الزاوية الثالثة لهذا المثلث؟

5) في المضلع الخماسي ، ما مجموع الزوايا الداخلية لهذا المضلع ؟(يمكن تقسيم 
المضلع الى مثلثات غير متداخلة )

6)هل يمكن استنتاج قاعدة لحساب مجموع الزاويا الداخلية لمضلع عدد أضلاعه 
6،7أو N من الأاضلاع؟
تطابق المثلثات  Congruency of triangles 
سنبدأ موضوع التطابق بتعريف مفهوم التطابق القطع المستقيمة ومفهوم تطابق الزوايا.

لو لاحظت القطعتين المستقيمتين في الشكل المجاور            أ *
وفي هذه الحالة تقول أن أب تطابق ج د                                  5سم   *ب                                                                

                                                                     *ج     5سم      *D  

ولو لاحظت الشكل المجاور لوجدت أن 
  قياس زاوية أ ب ج=60                                                *ج
  قياس زاوية ﮬ م ن  =60                                              60
                                                                           *أ          ب     
                                                                    م *  60  *ﮬ  

                                                                             *  ن   

وفي هذه الحالة نقول إن الزاويتين متطابقتان .
ويمكن الاعتماد على تطابق الزوايا في البحث عن تطابق أشكال هندسية أخرى.

وسيكون تطابق المثلثات أحد الأمثلة على تطابق الاشكال الهندسية نظرا لأن عناصر المثلث عبارة عن ثلاثة أضلاع وثلاثة أضلاع وثلاث زوايا .
شروط تطابق المثلثات :

تتطابق المثلثات اذا توفرت الشروط في كل حالة مما ياتي 1) تساوي ثلاثة أضلاع في مثلث مع نظائرها في مثلث آخر في الشكل ادناه (ض،ض،ض)

                                        5                              6        7
                
7
                                    6                   7          
                              6
         5


2)تساوي ضلعين وزاوية محصورة بينهما في مثلث مع نظائرها في مثلث آخر كما في الشكل المجاور (ض ز ض)
( sas)
3) تساوي زاويتين وضلع في مثلث مع نظائرها في مثلث آخر (ززض) ، كما في   الشكلين أدناه:      (aas)              6سم                                  ○
                         
                                                                                   ×    ○
                                                                                               ×
          6سم       
                هذان المثلثان متطابقان                   وهذان المثلثان متطابقان أيضا 

4) تساوي وتر وضلع في مثلث قائم الزاوية مع تظائرها في المثلث الآخر ، كما هو في الشكل ادناه. (RHS)

أسئلة :

1) في الشكل  المثلثان س ص ع ، ع ن س متطابقان ؟ بين السبب.
                            س                                                   ن
                   ص                                                   ع
2) أبحث عن مثلثات متطابقة من المثلثات الاتية:
          3            
                                                     4                    5
                 5                            60                6
                                       5
      6
        3
المثلث أ                        المثلث ب                         المثلث ج

                                       3                        60
     4    60                                                     

               5                 8                                        7سم

                                                          70           50

المثلث د                      المثلثﮬ                 المثلث س    


      60                            50
                                                                           8
                            60
  70    50                         70
  المثلث ص                                                      3

                         المثلث ع                           المثلث ن          

            60

     70       50
       المثلث ك
تشابه المثلثات Similar triangles
المثلثان المتشابهان هما مثلثان تتساوى فيهما قياسات الزوايا المماثلة.

ويرمز للتشابه بالرمز ((≈)) وتقرأ ((يشابه))
مثال : في الشكل الاتي ∆ أب ج يشابه∆ س ص ع (لماذا؟)              أ

ما العلاقة بين أب وطول س ص ؟                                                                            

ما العلاقة  بين ب ج وطول ص ع؟                                         60
ما العلاقة بين طول أج وطول س ع؟                        14 سم               10سم

الحل: ∆ أ ب ج ≈ ∆س ص ع لان قياس الزوايا المماثلة 
      50           70

                                                                         ب      12سم        ج

 النسبة بين طول أب وطول س ص =7 : 14 =1: 2
   
النسبة بين طول ب ج وطول ص ع =6: 12= 1 :2  
           س                                                                                     النسبة بين أج وطول س ع =5 :10 = 1: 2                    7سم   60  5سم

          50         70

                                                                       ص                    ع 

من المثال السابق تجد أن النسبة بين أطوال الاضلاع المتماثلة متساوية ، ويمكن تعميم ذلك على كل مثلثين متشابهين

في المثلثين المتشابهين تكون أطوال أضلاعهما المتناظرة متناسبة ، .
ويمكن تلخيص الحالات التي يتشابه فيها مثلثان بما يلي:

1) يتشابه المثلثان اذا كانت قياسات زواياهما المتماثلة متساوية.

2) يتشابه المثلثان اذا كانت أطوال أضلاعهما الكتماثلة متناسبة.
3) يتشابه المثلثان اذا كانا متطابقين .
التشابه والمساحة والحجم : في حال تشابه شكلين فان 
                                             النسبة بين مساحتيهما = ( نسبة الاضلاع)2
                                            النسة بين حجميهما  =  ( نسبة الاضلاع)3 
أسئلة 
1) في الشكل ادناه بﮬ // ج د :
أ) اذكر مثلثين متشابهين.

ب) ما الفائدة من توازي بﮬ مع ج د
ج) أكتب تناسبين بين أضلاع المثلثين المتشابهين

      أ
    ب                                ﮬ

     ج                                                                د
3) المثلث أب ج يتشابه ك ل م ،اذا كان طول أب  =10سم ، وطول ك ل = 14سم، وكان طول محيط المثلث أب ج=25سم.

         ما طول محيط المثلث ك ل م؟  
                                                                ك


                أ                         

 ب                 ج          ل                   م
4) بركتا سباحة متشابهتان محيط الصغرى 40 م والكبرى 60 م اوجد 
ا)     النسبة بين ارتفاعهما

 ب)   واذا كانت الصغرى تتسع 64 م3 اوجد سعة الكيرى

القطاع الدائري والقوسSector and arc in a circle :

لتكن أ، ب نقطتين على محيط دائرة .اذا وصلنا كلا من النقطتين أ،ب ومركز الدائرة فإننا نقسم الدائرة الى جزئيين نسمي كلا منهما قطاعا دائريا.

يمكن استنتاج بعض العلاقات والتناسبات الهامة واذا كان (ج) قطاعا دائريا في دائرة (د) حيثﮬ قياس زاوية القطاع ، نرى أن نسبة طول قوس القطاع الى محيط الدائرة تساوي نسبة مساحة القطاع الى مساحة الدائرة وتساوي نسبة قياس زاوية القطاع الى 360 ، أي أن :

زاوية القطاع ﮬ  = طول قوس القطاع ج = مساحة القطاع الدائري ج 
      360               محيط الدائرة د              مساحة الدائرة د

ولحساب طول قوس القطاع نتتبع القانون الاتي :

طول قوس القطاع =  ﮬ   × محيط الدائرة 
                        360 
وبالتعويض بدل المحيط =2نق ط يصبح القانون:

   طول قوس القطاع = ﮬ   × 2نق ط

                            360

حيث ﮬ زاوية القطاع ونق نصف قطر القطاع.

ويمكننا ايجاد مساحة هذا القطاع إذ إن:

             مساحة القطاع الدائري = ﮬ ط (نق)2 
                                                360
مثال :
 ما طول قوس قطاع دائري في دائرة نصف قطرها 5سم اذا علمت ان قياس زاوية القطاع 42؟
الحل: طول قوس القطاع = ط نقﮬ 

                                    180  

                               = 22 × 5 × 42  حيث استخدمنا 22 كقيمة تقريبية ل(ط)

                                       7×180                         7  

                               = 11 سم 


      3

أسئلة: 

1) أ) أوجد مساحة قطاعا دائري نصف قطره 4سم وزاويته 70 .
ب) اوجد نصف قطر قطاع دائري له 4 أضعاف مساحة القطاع الدائري في الفرع(أ) على أن تكون زوايته 70.

2) ما طول قوس قطاع دائري نصف قطره 7سم اذا كانت مساحته 77سم2؟

3) طول عقرب الدقائق في ساعة حائط 10سم.

أ) ما الزاوية اذا كانت الساعة الثالثة؟

ب) ما الزاوية التي يدور فيها هذا العقرب بين الساعة 13 :8 والساعة 42 :8؟

ج) ما المساحة التي غطاها هذا العقرب 

المثلث المتساوي الساقينIsosceles Triangle 

في الشكل المجاور أب ج مثلث متساوي الساقين.

 لهذا المثلث محور تماثل واحد هو أد وهو العمود النازل من   أ

الرأس أ على القاعدة ب ج ،(يمكن التحقق من ذلك باستخدام

الطي ).

إن محور التماثل هذا يشبه المرآة ويمكنك الاعتماد عليه
للاجابة على الاسئلة التالية:

                                                              ب          د           ج 

* ما صورة أب ؟                                         * ما صورة ب د؟
*ما صورة أد؟                                            * ما صورة زاوية أد ب؟

*ما صورة زاوية ب أ د؟                               * ما صورة زاوية أ ب د؟

* ما صورة المثلث أ ج د؟                              *ما صورة المثلث أ ب ج؟
هل يساعدك التماثل لاستنتاجات حول :

أولا: العلاقة بين زاويتي القاعدة في المثلث المتساوي الساقين ؟

ثانيا: العلاقة بين طول بد وطول ج د؟

ثالثا: العلاقة بين محور التماثل وزاوية الرأس ؟

خصائص المثلث المتساوي الساقين  :

1) اذا كان المثلث متساوي الساقين فإن زاويتي القاعدة متساويتان .

 وهناك نتائج لهذه الخاصية:

1) العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على قاعدته ينصف هذه القاعدة .

2) العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على قاعدته ينصف زاوية الرأس.
3) منصف زاوية الرأس في المثلث المتساوي الساقين يكون عموديا على القاعدة وينصفها .

مثال : أب ج مثلث متساوي الساقين ، فيه أب =أج  أخذت النقطتان د،ﮬ على 

ب ج  ، بحيث كان ب د = جﮬ ، أبرهن أن أد =أﮬ 

الحل: نطبق المثلثين أب د ، أجﮬ:

            أب =أج ( معطى)

فيهما     ب د = جﮬ ( معطى)
            زاوية ب =زاوية ج ( نظرية 1)

ينطبق المثلثان بضلعين وزاوية محصورة وينتج أن أد =أﮬ.

تساوي زاويتين في مثلث: 

عرفنا في البند السابق أنه اذا كان المثلث متساوي ،فإن زاويتي القاعدة تكونان متساويتان ولكن ماذا لو كان لدينا في المثلث زاويتان متساويتان ، هذا ما ستناوله الخاصية التالية:

2) اذا تساوت زاويتان في مثلث كان المثلث متساوي الساقين .

مثال : المثلث أب ج، حيث زاوية أ = 55 ، وزاوية ج = 55 ، وزاوية ب= 70 ، اكتب الضلعين المتساويين .

الحل: بما أن زاوية أ = زاوية ج 

        إذن بناء على النظرية السابقة يكون المثلث ب أ ج متساوي الساقين .

          أي أن ب أ =ب ج.  
[image: image8.wmf]                                          ا   
                                                                                55 

                                                          ب      70             55

                                                                                          ج
أسئلة :

1) أ ب ج مثلث متساوي الساقين ، قياس زاوية رأسه 120 . أجد قياس كل من زاويتي القاعدة.

2) اذا كان قياس إحدى قاعدة مثلث متساوي الساقين ضعفي قياس زاوية رأسه ، فما قياس زاوية الرأس ؟

3) أ ب ج مثلث متساوي الساقين فيه أب = أج . نصفت زاويتا ب ،ج بمستقيمين تلاقيافي د ،(كما في الشكل ادناه ) فإذا كانت زاوية ب= 64 أجد كل زاوية من  الزوايا التي وضع بداخلهما رمز.

             ما العلاقة بين د ب د ج ؟ لماذا؟                 أ

   

                                                                     د

                                                 س                                  ع

                                      ب           ص                               ل      ج       
حقيقة هامة : 
اذا كان منصف زاوية الرأس في مثلث عمودا على القاعدة فإن المثلث متساوي الساقين. 
مثال : في الشكل المجاور أج عمود على ب د وينصفه : 

احسب  طول كل من ج د،أد .                  
ألحل :  من الحفيقة اعلاه                       أ

اد = 5                        5سم
ج د =  9

         ب                          د

                                         9سم                                                           

                                                    ج  

أسئلة : 

1) أ ب ج مثلث متساوي الساقين فيه أب =أج ، د نقطة على أب . 
رسم دﮬ يوازي أج فقطع ب ج في ﮬ .اذا كانت زاوية ج = 70  

ما قيمة زاوية ب ؟ لماذا؟
      أ

ما قيمة زاوية د ﮬ ب ؟ لماذا؟

ما نوع المثلث دﮬ ب ؟ لماذا؟   
                                                                             د




   ب                        70 ج

                                                                                       ﮬ 

2) أ ب ج مثلث متساوي الساقين فيه أب=أج =10سم .
نصف الضلعان أب،أج في ع،ص على الترتيب (انظر الى الشكل )           أ

1) اجد كلا مما يلي : ب ع،أع ،ج ص ،أص  

2) هل يمكن تطبيق المثلثين ع ب ج ، ص ج ب؟ ما هي الشروط ؟
3) ما العلاقة بين ع ج ، ب ص ؟                                       ع    ع     ص                  

                                                                               ب                   ج                  
المثلث المتساوي الأضلاعEquilateral triangle 
المثلث المتساوي الأضلاع : هو مثلث جميع أضلاعه متساوية.

وبما أن مجموع الزوايا الثلاث يساوي 180 ،فإن كل زاوية من الزوايا الثلاث 

180 = 60                                                                                        

  3    

محاور تماثل المثلث المتساوي الاضلاع :                                 أ
للمثلث المتساوي الاضلاع ثلاثة محاور تماثل .  

وهي أد ، بﮬ ، ج و كما في الشكل المجاور .  

                                                                            و                 ﮬ
                                                                         


ب                د              ج
نصف المثلث المتساوي الاضلاع :
المثلث أب د في الشكل المجاور هو نصف المثلث المتساوي الاضلاع أ ب ج. أد ينصف زاوية الرأس ، لماذا؟                                           أ

أي أن زاوية ب أ د = زاوية ج أد = 30                            30
لاحظ أن ب د = 1  أب لأن ب ج = أب 

                     2 
يبين هذا ان المثلث القائم الزاوية الذي 
زوايا 30 ،60، 90 هو نصف المثلث متساوي         60        
الاضلاع.                                                 ب                د                    ج 
كما يبين ان الضلع الذي يقابل زاوية 30 في مثلث قائم الزاوية يساوي 1 الوتر. 

                                                                                أ      2  

                                                                               30
أسئلة :                                                                  أ
1)في المثلث المتساوي الاضلاع أ ب ج 
المجاور ، طول أب =6وحدات ،أجد ما يلي             6سم
مع ذكر السبب؟ أ) طول أج ، طول ب س                ب          س      ج
                   ب)زاوية ب أ س ، زاوية ج أ س                 
  2) ارسم المثلث المجاور في دفترك وأضيف له مثلثا       أ
أخر حتى ينتج مثلث متساوي الاضلاع                         30

ما طول ضلع مثلث المتساوي الاضلاع؟
   س      60         ص
الانشاءات الهندسية والمحل الهندسيConstructions and locus   
رسم زاوية قياسها 60 باستخدام حافة مستقيمة وفرجار
اذا أردنا رسم زاوية قياسها 60 ورأسها أ مثلا وضلعها يقع 
على أب، فكل ما نحتاج عمله هو رسم مثلث متساوي الاضلاع تكون النقطة أ احدى رؤوسه.

نفتح الفرجار فتحه مناسبه ونركز في أ ، ونقطع أب في نقطة مثل س.

نركز في س وبنفس الفتحة نرسم قوسا ثم نركز في أ وبنفس 

الفتحة نرسم قوسا يقطع القوس الاول في ص نصل ص أ ،

 ص س .

المثلث ص س أ متساوي الاضلاع والزاوية ص أ س =60 .

الانشاءات المطلوبة :
رسم مثلث علمت اضلاعه الثلاثة

رسم مثلث علمت زاويتان وضلع

رسم منصف لزاوية 

اقامة عمود على مستقيم 

المحل الهندسي : هو الشكل الهندسي لنقطة متحركة في شروط معينة 
مثال : صف المحل الهندسي لنقطة تتحرك على بعد 5 سم من نقطة ثابتة 

الحل : دائرة نصف قطرها 5 سم    
أسئلة :
1) ارسم زاوية قياسها 120 باستخدام الحافة المستقيمة الفرجار.
2) ارسم زاوية قياسها 30 باستخدام الحافة المستقيمة والفرجار.
3) ارسم شكلا سداسيا منتظما باستخدام عيدان الثقاب.
التباين وخصائص المتباينة:Properties of inequality
المتباينة هي دلالة على التباين أو الاختلاف أو عدم التساوي.
خصائص المتباينة :

1) خاصية الاضافة  : اذا اضفنا مقادير متساوية الى طرفي متباينة تبقى المتباينة صحيحة.أي اذا كانت أ> ب فإن أ+ ج> ب+ ج

2) خاصية الطرح : اذا طرحنا مقادير متساوية من طرفي متباينة تبقى المتباينة صحيحة . أي اذا كانت أ> ب  فإن أ - ج > ب- ج 
3) خاصية الضرب بعدد موجب : اذا ضرب طرفا متباينة بنفس العدد الموجب تبقى المتباينة صحيحة , أ > ب فإن أ× ج > ب ×ج بشرط ج عدد موجب. 
4) خاصية القسمة على عدد موجب :اذا قسم طرفا على نفس العدد الموجب تبقى المتباينة صحيحة . أي اذا كانت أ> ب فإن   أ   > ب بشرط ج عدد 
موجب .                                                 ج    ج    
5) خاصية التعدي: اذا كان أ> ب ، ب> ج فإن أ>ج . حيث أ، ب، ج أعداد حقيقة.

6) خاصية جمع الطرفين المتناظرين في متباينتن : اذا كان أ> ب،ج> د فإن أ+ج > ب+ د
حيث أ، ب، ج، د اعداد حقيقة.

مثال : المثلث أب ج قائم الزاوية في ب . نصفت كل من زاويتي ب،ج فتقاطع المنصفان في د . قارن بين زاويتي د ب ج ود ج ب.  
الحل: زاوية د ب ج هي نصف الزاوية القائمة ب   .          ا
   زاوية د ج ب هي نصف الزاوية أ ج ب 

   لكن زاوية ب > زاوية ج ( زاوية ب قائمة ، زاوية ج حادة)

   ولهذا فإن 1 زاوية ب>1 زاوية ج.                 ب                        ج                                         
              2                2
أي أن : زاوية د ب ج > زاوية د ج ب .

تدريب : 

1) اعطي مثالا يوضح صحة العبارة التالية:
اذا كان أ ، ب عددان حقيقيان ، وكان أ< ب فإن أ+ب > أ 

                                                             2 

 اضلاع المثلث وزواياه Sides and Angles of triangle                                                   
نظرية :
اذا اختلف طولا ضلعين في مثلث فإن الضلع الاكبر يقابل زاوية أكبر من التي يقابلها الضلع الاخر .

وعكس هذه النتيجة ايضا صحيح ،أي أنه:

اذا اختلف قياسا زاويتين في مثلث فإن الزاوية الاكبر تقابل ضلعا أكبر من الضلع الذي يقابل الزاوية الاصغر.

مثال : في الشكل المقابل أج> ب ج، ب ج> أب         أ
رتب زوايا المثلث من الكبرى الى الصغرىمن 
حيث القياس.

الحل: أج> ب ج          زاوية ب، زاوية أ.

       ب ج> أب        زاوية أ ، زاوية ج               ب                       ج
إذن زوايا المثلث من الكبرى الى الصغرى من حيث القياس هي على الترتيب:

زاوية  ب ، زاوية أ ، زاوية ج.

                                                              ب                                                                   
أسئلة :
                                                                        
1) أثبت أن الوتر في المثلث القائم                      أ                          ج      
الزاوية هو أكبر الاضلاع طولا.

2)أعطي مثالا يوضح خطأ كل من العبارات التالية:

أ) اذا كان أ2> ب2، أ> ب، حيث أ،ب ينتمي الى ح .

ب)اذا كان أ> ب ، ج > د ،فإن أج > ب د حيث أ،ب،ج ،د  ينتمي الى ح.
ج)اذا كان أ> ب فإن 1 >  1  حيث أ،ب ينتمي الى ح.

                          ا       ب
متباينة المثلث 

  متباينة المثلث : مجموع طولي أي ضلعين في مثلث أكبر من طول ضلعه الثالث.

مثال : أ ب ج مثلث ، فيه أب =5سم ، ب ج =7سم . ما القيم الممكنة لطول الضلع أج؟

الحل : من النظرية السابقة :

         أج < أب + ب ج 

  اذن  أج < 5+ 7 

ايضا ب ج < أب+أج 
7 <5+أج 

   اذن  2سم< أج 

أي أن ينحصر بين 2 ،12سم 

أي أن الطول الممكن للضلع أجهو أي عدد حقيقي محصور بين 2 ،12 

وقد تعلمت كتابة هذه المجموعة على شكل فترة مفتوحة     2، 12    

أسئلة :

1) أ ب ج مثلث متساوي الساقين فيه أب =أج . زاوية ب = س .

ن نقطة على ب ج . زاوية ن أ ج= ص    
أجد زاوية أ ن ب.

أقارن بين زاوية ب ، زاوية أ ن ب

ايهما أكبر أب أم أن ؟ ولماذا؟

2) مثلث متساوي الساقين ، طول كل من الضلعين المتساويين 3 وحدات . أجد الاطوال الممكنة للضلع الثالث.

نظرية فيثاغورس؛Pythagoras Theorem
نظرية فيثاغورس : مساحة المربع المنشأ على وتر المثلث القائم الزاوية تساوي مجموع مساحتي المربعين المنشأين على ضلعي القائمة.

أو بالرموز ع2 = س2 + ص2 كما في الشكل. 
                                         س             ع

                                                                     ص
    مثال : في الشكل الاتي أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب فيه أ ب = 6سم ،        ب ج = 8سم  . أوجد طول أج                                                       
 الحل : (من نظرية فيثاغورس )            6سم

          أج2 =(أب) 2 +(ب ج) 2 
               = 36 + 64 

               =  100                                        8سم
       اذن اج = 10سم 
أسئلة                                                                        ج                                                                                                                                                                                   

1) دائرة قطرها أب =6سم 
                                                      ب                                        ا
اذا كان طول أج = 4سم . ما طول الضلع ج ب ب
                                                              أ                                     
2)في الشكل ادناه :
أجد طول ج د ، جﮬ ، ج و؟

                          د      1         ﮬ        1      و   

                  1
           أ
          1

                   1

عكس نظرية فيثاغورس 

عكس نظرية فيثاغورس : اذا كانت مساحة المربع المنشأ على أحد اضلاع مثلث تساوي مجموع مساحتي المربعين المنشأين على الضلعين الاخرين فإن الزاوية التي تقابل هذا الضلع قائمة.

مثال : في كل من الحالتين الاتيتين بين ما اذا كان المثلث أ ب ج قائم الزاوية أم لا ، وحدد الزاوية القائمة ان وجدت:

1) أب = 5سم ، ب ج = 6سم ، ج أ =7سم.

2) أج =7سم، أب = 25سم ، ب ج=24سم.

الحل: 1)أكبر الاضلاع هو أج = 7سم .

        (أج) 2 =49 ، (أب) 2 + ( ب ج) 2
                = 25 + 36 =61
          49 ≠ 61  

اذن المثلث أ ب ج ليس قائم الزاوية .

      2) (أب) 2 = 625 

          (أج) 2 = (24) 2 = 576 ،(ب ج) 2 =(7)2 = 49

          بما أن 625 = 576 + 49 

أي أن (أب)2 =(أج) 2 + (ب ج) 2 
اذن المثلث أ ب ج قائم الزاوية في ج.

أسئلة:

1) اراد بناء تكوين زاوية قائمة عند النقطة أ لبناء جدارين            60 
متجاورين ، مد خيطا  طوله 60 وحدة ابتداء من أ  الى    ب                    أ     
النقطة ب ، مد خيطا آخر طوله 80 وحدة ابتداء من أ الى 

النقطة ج، قاس المسافة بين ب ، ج فوجدها 95 وحدة .   95                     80 

هل الزاوية عند الركن أ بهذه الطريقة هي زاوية قائمة؟

2)    في الشكل المجاور ، اوجد:       أ
1) طول أد                                                                           ج

2) طوأج

                             5                                                                             

                 ب                                                             ج
                             3                  د          4
الاشكال الرباعيةQuadrilaterals 
الشكل الرباعي هو مضلع له اربعة أضلاع 

مجموع زوايا الشكل الرباعي يساوي 360.

مثال :  في الشكل المقابل أوجد قياس الزاوية المجهولة س .               س
الحل:بما ان مجموع زوايا الشكل الرباعي 36                                     
س+120+60+ 95= 360                                               120           95                                          
س+275= 360

س=85 

                                                                                            60        

مثال : في الشكل المقابل ، أوجد قياس الزاويتين س،ص.                       
الحل : توجد زاويتان مجهولتان في السؤال هما س، ص .

هل هناك معلومات تساعد في ايجاد احداهما ؟

الزاوية س والزاوية 100 متجاورتان وعلى استقامة واحدة أي أن مجموعهما 180 .

س= 180 -100                                                   85                  ص
س= 80

                                                          100  س


نعرف الان ثلاث زوايا في الشكل الرباعي ونريد معرفة الزاوية الرابعة.

بما ان مجموع زوايا في الشكل الرباعي 360 فإن :

85 + 80 +90 +ص= 360 

255 + ص = 360 

ص = 360 – 255 

ص = 105                                                                أ
أسئلة :                                                                      2س
1)  أجد قياس كل من زوايا الشكل الرباعي المجاور.        3س         3س
                                                                             40
2)أجد كل زاوية مجهولة في الشكل المجاور.

                                                           50  40
                                             ك                                 س           

                                                           ع     ص

متوازي الأضلاعParallelogram 
متوازي الأضلاع : هو شكل رباعي فيه كل مضلعين متقابلتين متوازيان 
نظريات في متوازي الاضلاع :

1) كل ضلعين متقابلين متساويان ،وكل زاويتين متقابلتين متساويتان في القياس .
مثال :أب ج د  متوازي أضلاع فيه أد = 6سم ، ق زاوية ج = 60 أوجد قياس كل من الزوايا أ ،ب،د ، وما طول ب ج؟

الحل: زاوية أ = زاوية ج = 60 لأن الشكل متوازي أضلاع والزاويتان                     

        متقابلتان .

        بما ان أد // ب ج فإن زاوية د + زاوية ج = 180 ( متحالفتان)

                                   زاوية د=180 -60 

                                   زاوية د =120 

زاوية ب =120 لأنها تقابل زاوية د.

ب ج =أد لأنهما ضلعان متقابلان في متوازي الأضلاع.

إذن ب ج = 6سم.

2) قطرا متوازي الأضلاع ينصف  كل منهما الآخر.   

خلاصة :

في متوازي الاضلاع :

1) كل ضلعين متقابلتين متوازيان( تعريف)

2) كل ضلعين متقابليتن متساويان.
3) كل زاويتين متقابلتين متساويتان.
4) القطران ينصف كل منهما الآخر.

أسئلة :
1) أ ب ج د متوازي أضلاع، فيه ق زاوية أ= 65 ، أب =6سم، ومحيطه 34سم. أجد قياسات زواياه ،وأطوال أضلاعه.
2) أ ب ج د متوازي أضلاع ، نصفت الزاويتان أ ب ج، ج د أ بمستقيمين لاقيا أج في س ، ص على الترتيب .
أثبت أن : ب س = د ص (ارشاد : ابحث عن مثلثين متطابقين)

متى يكون الشكل الرباعي متوازي أضلاع؟
نظرية : يكون الشكل الرباعي متوازي أضلاع في أي من الحالات الاتية:

1) اذا توازى فيه كل ضلعين متقابلين (تعريف)

2) اذا تساوى فيه كل ضلعين متقابلين.
3) اذا تساوت فيه كل ضلعين متقابلين .
4) اذا نصف قطراه كل منهما الاخر.
5) اذا تساوى وتوازى ضلعان متقابلان.
مثال :
 الشكل أب ج د متوازي أضلاع ، م نقطة تقاطع قطريه ، س، ص نقطتان على القطر أج بحيث إن  : أس = ج ص

أثبت أن س ب ص د متوازي أضلاع .

الحل :
 أم = م ج (قطرا متوازي الاضلاع ينصف كل منهما الاخر) 
        أس = ج ص ( معطى)

اذن أم – أس = م ج – ج ص

اذن س م = م ص              . . . . (1)

كذلك ب م = م د(2)  قطرا متوازي الاضلاع ينصف كل منهما الاخر)

من (1) ،(2) ينتج أن قطري الشكل الرباغي س بص د ينصف كل منهما الاخر .

اذن الشكل الرباعي س ب ص د متوازي أضلاع.

أسئلة :

1) في الشكل ادناه المقابل أ ب ج د متوازي اضلاع . م منتصف أب ، ن منتصف   ج د أثبت ان الشكل م ب ن د متوازي أضلاع.      أ                                د 

2) امامك معطيات ليست كافية ليكون الشكل

    الرباعي متوازي اضلاع.                                                            

    ارسم في كل حالة شكلا رباعيا يحقق الشروط   م *                             *ن  

  المعطاه ولا يكون متوازي اضلاع.                                                                                                           أ) شكل رباعي فيه ضلعان متقابلان متوازيان.        ب                                ج 

ب)شكل رباعي فيه زاويتان متقابلتان متساويتان.

ج) شكل رباعي فيه ضلعان متقابلان متساويان.

د) شكل رباعي فيه احد القطرين ينصف الآخر.
حالات خاصة لمتوازي الاضلاع
المعين:Rhombus 
هو متوازي أضلاع  فيه متجاوران أن متساويان ( وهذا يعني أن جميع أضلاع المعين متساوية) 

نظرية : قطرا المعين متعامدان وينصف كل منهما الاخر .

مثال : في المعين : زاوية أ= 100 ، زاوية د=80 ، جد قيم زوايا 1 ،2، 3، 4 ،5 ،6 ،7 ،8 

الحل: في مثلث أ ب د ، أب =أد (لأن الشكل معين).

            ام عمود من اعلى القاعدة ب د.

اذن ام ينصف زاوية الرأس.

أي أن زاوية 1 = زاوية 2 = 100÷2=50 
في مثلث 

د أ ج : دأ = دج (لأن الشكل معين)

          د م عمود من رأس المثلث المتساوي الساقين على القاعدة 

   اذن د م ينصف زاوية الرأس . 

أي ان زاوية 3 = زاوية 4 = 80 ÷ 2 = 40 

وبالمثل يمكن أن نبين أن زاوية 7 = زاوية 8 = 40 

وكذلك زاوية 5 = زاوية 6 = 50 

نتيجة : قطرا المعين ينصفان زواياه 

خلاصة :

يكون الشكل الرباعي معينا في أي من الحالات الاتية:

1) اذا كانت جميع أضلاع الشكل الرباعي متساوية.

2) اذا كان قطرا الشكل الرباعي متعامدين وينصف كل منهما الآخر.
3) اذا كان قطرا الشكل الرباعي ينصفان زواياه.
4) اذا كان الشكل الرباعي متوازي أضلاع وكان قطراه متعامدين.
5) اذا كان الشكل الرباعي متوازي اضلاع وكان فيه ضلعان متجاوران متساويان .
أسئلة :

1) أب ج د معين تقاطع قطراه في م، اذا كان طول القطر أج  =16سم ، وطول ب د=12سم ، فما طول ضلع المعين؟

2) أ ب ج د متوازي اضلاع بحيث ان زاوية د=100 ، زاوية ب ج أ = 40 ابين ان أ ب ج د هو معين.
المستطيل : Rectangle
المستطيل هو متوازي اضلاع احدى زواياه قائمة (وهذا يعني أن جميع الزوايا قوائم)

نظرية : قطرا المستطيل متساويان في الطول ، وينصف كل منهما الاخر.

ويمكن عكس النظرية السابقة حيث تصبح :
الشكل الرباعي الذي قطراه متساويان في الطول ، وينصف كل منهما الاخر هو مستطيل .
مثال : أب ، ج د قطران في دائرة مركزها م اثبت أن الشكل أ ج ب د مستطيل.

الحل: أب = ج د لانهما قطران في نفس الدائرة.

م أ = م ب ، م ج = م د ( انصاف أقطار)

اذا الشكل الرباعي أ ج  ب د قطراه متساويان وينصف كل منهما الاخر فهو مستطيل.
المربعThe Square  

المربع هو متوازي اضلاع ، جميع اضلاعه متساوية ، واحدى زواياه قائمة.

وعليه فإن : المربع هو معين فيه زاوية قائمة( لماذا؟)

 والمربع هو مستطيل فيه ضلعان متجاوران متساويان( لماذا؟) 

أسئلة :

1) اذا مرت برؤوس المعين مستقيمات توازي قطريه ، اثبت أن الشكل الناتج من تقاطع المستقيمات المتوازية هو مستطيل.                      د

2) في الشكل المقابل :
أ ب ج د معين ، م نقطة التقاء قطريه .                

                                                        أ       35                            ج   
ق زاوية د أ م = 35 .                       
احسب قياسات جميع زواياه الداخلية.

                                                                               ب
3) في الشكل المقابل :
أ ب ج د مربع طول ضلعه 9سم ، اخذت النقاط :ﮬ ، و ، س، صعلى اضلاعه :أب ، ب ج ، ج د ، دأ على الترتيب بحيث كان أﮬ = ب و= ج س = دص=3سم

برهن أن الشكل ﮬ و س ص مربع.      أ                           ص        د      


                                               ﮬ
                                                                                                س

                                                  ب                                           ج
                                                                   و
4)  أ ب ج د مربع ، مر بالرأس ب مستقيم يصنع مع أب زاوية قياسها 40 ، ثم أنزل عليه من أ ، ج العمودان أﮬ ، ج و .
ابرهن أن :أﮬ = ب و .

(ارشاد : اطبق المثلثين أ ﮬ ب ، ب و ج) 

نظرية المنتصفات والقطع المتوسطةMedians , mid

sides Theorem                              
نظرية :  القطعة المستقيمة بين منتصفي ضلعين في مثلث توازي الضلع الثالث ، وطولها يساوي نصف طوله.

مثال : س ص ع مثلث فيه م منتصف الضلع س ص ، النقطة ن منتصف ص ع

فإذا كان طول س ع =8سم وقياس زاوية ع = 37.

جد :1) طول م ن

      2) قياس زاوية م ن ص ؟

 الحل:القطعة م ن تصل بين منتصفي ضلعين في المثلث اذا م ن = 1 س ع

                                                                                   2 

                                                                         م ن = 1 ×8 =4سم

                                                                                  2
وكذلك فإن م ن // س ع اذا زاوية م ن ص = 37 لأنها تساوي ع بالتناظر.
اسئلة : 
ا) أ ب ج مثلث متساوي الاضلاع طول ضلعه 6سم . النقاط س ، ص ،ع منتصفات أضلاعه أ ب ، ب ج ، أج على الترتيب . ما نوع المثلث س ص ع؟

ما محيط هذا المثلث ؟ بين السبب في كل حالة؟

2) أ ب ج مثلث متساوي الساقين فيه أ ب = أج =10سم ،أد عمود على القاعدة ب ج س منتصف أب ، اجد طول س د.
3) أ ب ج د شكل رباعي طول قطره ب د = 12سم . النقاط س ، ص، ع ، ن منتصفات أب ، أد ، دج، ب ج على الترتيب . اجيب على دفتري : 

 ما طول س ص ؟  لماذا ؟ 

ما طول ع ن ؟ لماذا؟

ما العلاقة بين طول س ص ، ع ن؟

هل س ص// ع ن ؟ لماذا؟

نظريات أخرى :

1) اذا رسم من منتصف أحد اضلاع  مثلث قطعة مستقيمة توازي ضلعا آخر ،فإن هذا الموازي ينصف الضلع الثالث . وطول هذه القطعة يساوي نصف طول الضلع الذي توازيه .

2) القطعة الواصلة بين منتصفي الضلعين غير المتوازيين في شبه المنحرف توازي القاعدتين وطولها يساوي نصف مجموع طولي القاعدتين.
مثال : أ ب ج د شبه منحرف كما في الشكل ادناه ، قاعدتاه المتوازيان طولهما 4سم ، و10 سم ، س ص قطعة واصلة بين منتصفي الضلعين أ ب ،  د ج  وتقطع القطر أج في م .          أ            4سم              د
جد : 1) طول س ص .

      2) طول م ص .

      3) طول س م.   س                                    م            ص


       ب                                                            ج
                                                    10 سم
الحل : القطعة س ص تصل بين منتصفي الضلعين غير متوازيين أب، ج د في شبه المنحرف.
اذن س ص = 1 (أد+ ب ج).

                  2

             = 1 (4 +10) = 1 ×14 = 7 سم.         . . . . . (1)
                2                  2 

كذلك س ص//أد ، ب ج أي أن ص م // دأ

في ∆أ ج د: ص م ينصف د ج ويوازي القاعدة دأ فهو ينصف الضلع أج أي أن م منتصف أج.

اذن ص م قطعة تصل بين منتصفي ضلعين في المثلث أ ج د فهي تساوي نصف طول الضلع المقابل أي ان ص م = 1 × 4 = 2 سم    . . . .(2)

                                             2 
وبنفس الطريقة يمكن التوصل الى ان س م = 1 × 10 = 5سم  . . . . . . (3)

                                                         2

أسئلة: 
1) أ ب ج د  متوازي أضلاع فيه دج =7سم، ب ج = 5سم . م نقطة تقاطع قطريه أج ، ب د رسم من م مواز للمستفيم  ج ب فقطع أب في س . ما طول م س ؟ لماذا؟ 
2) أ ب ج د شبه منحرف  س ،ص منتصفا أب ، ج د . اذا علمت أن أد=5سم ، س ص =7سم فما طول ب ج ؟ ابين السبب في كل خطوة.
القطع المتوسطة في المثلث Medians in Triangle
تسمى القطعة المستقيمة الواصلة من رأس المثلث الى منتصف الضلع المقابل قطعة متوسطة ، ولكل مثلث ثلاث قطع متوسطة ، وسوف تدرس هنا نظرية مهمة عن القطع المتوسطة دون برهان.

نظرية : أولا : القطع المتوسطة في المثلث تلتقي في نقطة واحدة .
  ثانيا : نقطة التقاء القطع المتوسطة تقسم كل قطعة منها بنسبة 2  من جهة 
                                                                                 3

           الرأس ، 1 من جهة القاعدة.

                      2
مثال:
 أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب ، م منتصف الوتر أج. 
اثبت ان ب م نصف الوتر اي ان : ب م = أم = ج م .       
الحل :                                                        ا                          
  تنزل من م العمود م د على أ ب .

م د// ج ب لأن الزاويتين أ د م ، أ ب ج متساويتان                        م     
( كل منهما 90) وهما في وضع تناظر .

م د قطعة مرسومة من منتصف اج وتوازي  ج د       ب                          ج
 فهي تنصف أب أي أن د منتصف أب.

∆ ا م ب : م د  ينصف أب وعمودي عليها.

∆ أ م ب : متساوي الساقين أي ان ام = ب م .

اذن ب م = 1 أج

               2 

نتيجة : 

القطعة الواصلة من رأس القائمة الى منتصف الوتر تساوي نصف الوتر.

أسئلة : 
1) أ ب ج  مثلث فيه : م،ن منتصف أج ،أب على الترتيب .
تقاطع ن ج ، م ب في و. اذا كانت اضلاع ن و م هي على الترتيب : 3سم ، 4سم ، 6سم . 

جد طول كل ضلع من اضلاع المثلث و ب ج.   
    2)أ ب ج قائم الزاوية في أ ، حيث أج = 8سم ، ب ج = 10سم ، مد ضلع من                

        ب ج في نقطة س حيث نصفه الى زاوية أ فنصفت . 

جد 1) طول أس 

    2)طول أب.

تكافؤ الاشكال الهندسية :

الشكلان المتكافئان هما شكلان متساويان في المساحة.
الاشكال الهندسية المحصورة بين متوازيين:
 أولا : تكافؤ متوازي الاضلاع والمستطيل 
نظرية : متوازي الاضلاع يكافئ المستطيل المشترك معه في القاعدة والمحصور معه بين مستقيمين متوازيين.
 

                                                                                        
ثانيا :تكافؤ متوازيي أضلاع
نظرية : يتكافئ متوازيا الاضلاع المشتركان في القاعدة والمحصوران بين متوازيين .


                                                                                           
ثالثا : علاقة المثلث بالمستطيل 
نظرية : مساحة المثلث تساوي نصف مساحة المستطيل المشترك معه في القاعدة والذي ينحصر معه بيم متوازيين.

نذكر : مساحة اي مثلث = 1 القاعدة × الارتفاع 

                                  2

تكافؤ مثلثين 
نظرية : المثلثان المشتركان في القاعدة والمحصوران بين متوازيين متكافئين 


أسئلة :

1) متوازي اضلاع مساحته 12سم2. تقاطع قطراه في م .جد مساحة كل من المثلثات أ ب م ، ج م د ، ب م ج ، أ م د.
2) أ ب ج د مربع طول ضلعه 12سم النقطة ﮬ منتصف أب . جد مساحة المثلث أﮬ ج.
المجسمات (حجومها ومساحاتها الجانبية)Mensuration 
المنشور القائم :Right prism 
يكون المنشور ثلاثيا او رباعيا او خماسيا او سداسيا . . . الخ. اي ان كلا من قاعدتي المنشور المتوازيين تكون مثلثا او شكلا رباعيا او خماسيا او سداسيا. . . الخ اما أوجه المنشور الاخرى فهي مستطيلات.

والمنشور الرباعي يمكن ان يكون متوازي مستطيلات او مكعبا، فنلاحظ ان المكعب ومتوازي المستطيلات حالة خاصة من المنشور.

وفيما يأتي قانون حجم المنشور ومساحته الجانبية والكلية.

حجم المنشور = مساحة القاعدة × الارتفاع 

المساحة الجانبية للمنشور = مجموع  مساحات الاوجه الجانبية وهي مستطيلات

مثال:
 جد جحم متوازي مستطيلات ابعاده 6سم ، 5سم ، 4سم ثم جد مساحته.
الحل : 
متوازي المتسطيلات منشور قائم .

       حجم متوازي المستطيلات = مساحة القاعدة× الارتفاع

                                        =(6×5)×4

                                        = 120 سم3 
       المساحة الجانبية = مجموع مساحات اربعة مستطيلات تشكل جوانب المجسم.
                            =6×4 + 5× 4+ 6×4 + 5×4 

                            =24 + 20 +24 + 20 = 88سم2 
وبطريقة اسهل : المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع

                                          = (6+5+6+5)×4 = 88سم2 
المساحة الكلية = المساحة الجانبية + مجموع مساحتي القاعدتين 

                  = 88 + 2 × 6 × 5 

                  =148 سم2 
أسئلة :

1) اجد حجم صندوق مكعب الشكل طول ضلعه 10سم واجد مساحته الكلية.

2)منشور قاعدته مسدس منتظم طول ضلعه 10سم ومساحته القاعدة 260سم2 فإذا كان ارتفاع المنشور 5سم اجد:   
    اولا : حجم المنشور
    ثانيا: المساحة الجانبية للمنشور 

    ثالثا : المساحة الكلية للمنشور.
الاسطوانة الدائرية القائمة:Cylider 
يمكن اعتبار الاسطوانة الدائرية القائمة حالة خاصة من المنشور القائم عندما يزداد عدد اضلاع القاعدة زيادة كبيرة جدا لتقترب من الدائرة .

حجم الاسطوانة = مساحة القاعدة × الارتفاع 

                    =نق2 П× ع 

المساحة الجانبية = محيط القاعدة × ارتفاع الاسطوانة 

                      =2نق П × ع 

المساحة الكلية = المساحة الجانبية +  مساحة القاعدة 

                   = 2نق П  ع + نق2 П + نق 2 П 
                   =2نق П  ع + 2نق2 П 
مثال : اسطوانة نصف قطر قاعدتها 6سم وارتفاعها 8سم، جد حجمها ومساحتها الكلية.

الحل: حجم الاسطوانة = نق2 ط × ع 

                           = 6×6×ط×8

                          = 288 ط سم3 
       االمسا حة الكلية = محيط القاعدة × ع+2نق2 ط
                        = 2 ×6×ط×8 + 2 ×36×ط

                       = 96 ط + 72 ط =168 ط سم2 
المخروط The cone
المخروط مجسم هندسي يتكون من قاعدة دائرية تسمى قاعدة المخروط ونسمي أعلى نقطة في المخروط  رأس المخروط، أما طول الخط الذي يصل بين رأس المخروط ومركز القاعدة فيمثل ارتفاع المخروط.

يسمى القطاع الدائري الناتج عن قص المخروط على طول راسمه شبكة المخروط.
اذا قارنا مخروطا مع شبكته نلاحظ ما يلي :

1) أن طول راسم المخروط = نصف قطر القطاع الدائري الذي يمثل شبكة المخروط.

2) محيط قاعدة المخروط = طول قوس هذا القطاع الدائري .

مثال : أوجد ارتفاع مخروط طول راسمه 10سم ونصف قطر 6سم. 

الحل: ارتفاع المخروط وهو طول الخط الواصل بين رأس المخروط ومركز دائرة القاعدة .ويكون هذا الخط عموديا على نصف قطر الدائرة.

نلاحظ أن الارتفاع هو ضلع في مثلث قائم الزاوية وتره راسم للمخروط وقاعدته نصف قطر دائرة قاعدة المخروط وقاعدته نصف قطر دائرة قاعدة المخروط .إذن باستخدام نظرية فيثاغورس للمثلثات القائمة نجد أن :

( ارتفاع المخروط) 2=( طول الراسم)2-(نق دائرة القاعدة)2
أي أن :ارتفاع المخروط = جذر( (طول الراسم)2-(نق دائرة القاعدة)2)

         ارتفاع المخروط = 
[image: image9.wmf]100
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-

 = 
[image: image10.wmf]64

 = 8 سم.

أسئلة :

1) احسب ارتفاع المخروط الناتج عن دوران مثلث قائم  الزاوية طول وتره 10 وقاعدته 8سم.

2) احسب ارتفاع المخروط الناتج عن دوران مثلث متساوي الساقين قائم الزاوية اذا كان طول وتره 12 سم.

3) احسب طول راسم مخروط ناتج عن دوران مثلث متساوي الساقين قائم الزاوية اذا كان ضلعه 4سم.

 المساحة الجانبية للمخروط :Surface area of cone  
ان شبكة مخروط دائري قائم قطاعا دائريا، ومساحة هذا القطاع  الدائري هي المساحة الجانبية للمخروط.

ما المساحة الجانبية لمخروط معروف نصف قطر قاعدته (نق) وطول راسمه ل؟

ملاحظات:1) نصف قطر القطاع الدائري هو رسم راسم المخروط .

             2) طول قوس القطاع الدائري = محيط دائرة قاعدة المخروط 

                                                   = 2×ط×نق المخروط 

إذن المساحة الجانبية للمخروط = مساحة القطاع.

                                      = 1 × طول قوس القطاع× نق المخروط 

                                          2                                                                        

                                      =1 ×2×ط× نق المخروط× طول الراسم

                                        2

                                     = ط × نق المخروط × طول الراسم 

مثال :
 مخروط نصف قطر قاعدته 3سم ، وطول راسمه 5سم ، جد مساحته الخارجية ومساحته الكلية 

الحل: 
مساحته الخارجية = ط×3 × 5 =15ط سم2 
        ومساحته الكلية    = 15ط + ط (3)2 
                               =15ط +9ط 

                               = 24ط سم2 
أسئلة :

1) احسب المساحة الخارجية لمخروط قطره 10سم وطول راسمه 12سم. 
2) احسب المساحة الكلية للمخروط طول راسمه 10سم ومحيط قاعدته 22سم 
3) نصف قطر قاعدة مخروط 5سم . ومساحته الخارجية 220سم2 . أجد:

أ) طول راسمه.

ب) ارتفاع المخروط .

حجم المخروط :Volume of cone   
حجم المخروط = 1 × ط ×(نصف قطر قاعدته) 2 × ارتفاعه 

                      3
 مثال : احسب حجم مخروط نصف قطر قاعدته 7سم وارتفاعه 

الحل : حجم المخروط =1 × ط ×7 2 × 9 

                              3
                          = 462سم3 
ملاحظة : نذكر أن حجم الاسطوانة = ط ×( نصف قطر قاعدتها ) 2 ×ارتفاعها 

من قانون حجم المخروط السابق نستنتج أنه إذا كان لمخروط نفس نصف قطر قاعدة أسطوانة ، ونفس ارتفاعها فإن :

حجم هذا المخروط =1 حجم الاسطوانة 

                          3  

أسئلة :
1) جد حجم مخروط قطره12سم وارتفاعه 7سم.

2) جد حجم مخروط قطر قاعدته 14سم وطول راسمه 10سم.  
3) جد حجم مخروط مساحة قاعدته 154سم2 وارتفاعه 11سم.

4) مثلث قائم الزاوية طول ضلعي القائمة 6سم و8سم ،فإذا دار المثلث حول ضلعي القائمة ، ففي أي حالة يكون حجم المخروط الناشىء أكبر ؟

الهرمThe Pyramid     
الهرم المجسم  أوجهه مضلعات ، وقاعدته مضلعة ، وجوانبه مثلثات .

يصنف الهرم حسب قاعدته . فيسمى هرما ثلاثيا اذا كانت قاعدته مثلثا، ويسمى هرما رباعيا إذا كانت قاعدته شكلا رباعيا ،وخماسيا اذا كانت قاعدته مضلعا خماسيا. . .

 الهرم القائم المنتظم :

يسمى الهرم هرما قائما منتظما اذا :

1) كانت قاعدته مضلعا منتظما .

2) كان الخط الواصل بين الرأس الذي يقابل القاعدة ومنتصف القاعدة  عموديا عليها 
ملاحظة : تكون نقطة منتصف مضلع منتظم نقطة تقاطع أقطار المضلع.

أما في ثلاثي منتظم أي مثلث متساوي الأضلاع فيكون المركز في نقطة تقاطع مستقيماته المتوسطة.

وفي الهرم القائم المنتظم تكون أوجه الجوانب مثلثات متساوية الساقين وتكون متطابقة .

وقواعده هذه المثلثات أضلاع قاعدة الهرم.

رسم شبكة هرم ثلاثي ورباعي قائم منتظم 

اذا قمنا بقص هرم ثلاثي منتظم على طول حوافه الجانبية وبسطناه على سطح مستو ، فنحصل على الشكل التالي والذي يمثل شبكة هذا الهرم.
مثال: اصنع من الورق المقوي هرما ثلاثيا قائما منتظما تكون قاعدته مثلثا متساوي الأضلاع طول ضلعه 3سم وجوانبه مثلثات متساوية الساقين طول الساق 4سم.

الحل: أولا: نرسم شبكة الهرم 

 ثانيا : نقص الشبكة حول الخط الملون باللون 

ثم نطوي الشبكة حول الخطوط المتقطعة. 


[image: image11.wmf]المساحة الجانبية للهرم القائم والمنتظم

المساحة الجانبية = حاصل جمع مساحات المثلثات الجانبية .

                      =عدد المثلثات الجانبية × مساحة مثلث الجانبي  

نذكر أن مساحة المثلث =1 قاعدته × ارتفاعه

                                 2

مثال : اوجد المساحة لهرم ثلاثي طول ضلع مثلث القاعدة فيه 5سم وارتفاعه الجانبي 6سم  

الحل:  المساحة الجانبية = 3× مساحة أحد مثلثات الجوانب 

                            = 3× 1 × 5 × 6
                                    2    
                           =45سم2
حجم الهرم 
حجم الهرم هو سعته :ولحساب حجمه نستخدم القانون الاتي :

            حجم الهرم = 1 مساحة قاعدته × ارتفاعه 
                              3

مثال : جد حجم الهرم رباعي ، طول ضلع مربع قاعدته 3 وارتفاعه 5سم.

الحل : حجم الهرم الرباعي =1 مساحة قاعدته المربعة × ارتفاعه 
                                    3

                                 =1 × 3×3 ×5 = 15سم3
                                   3

أسئلة :

1) جد حجم هرم رباعي اذ كانت مساحة قاعدته 24سم2 وارتفاعه 5سم .
2) جد حجم هرم ثلاثي منتظم اذا كان طول ضلع قاعدته 7سم وارتفاعه 10سم
3) جد ارتفاع هرم رباعي منتظم اذا كان حجمه 96سم3 وطول ضلع قاعدته 6سم.
4) أ) اذا ضاعفنا ضلع طول مربع قاعدة هرم رباعي وأبقينا الارتفاع نفسه ، فهل يتضاعف حجمه؟ علل إجابتك.
ب) اذا ضاعفنا ارتفاع هرم منتظم فهل نضاعف حجمه ؟ علل إجابتك
5) إناء على شكل هرم رباعي منتظم طول ضلع قاعدته 3‚7 وارتفاعه 4‚12 ، ملئ بالماء ، ثم فرغ في اناء آخر على شكل متوازي مستطيلات قاعدته مربعة ، وطول ضلعها 1‚ 6سم وارتفاعه 15سم ، جد ارتفاع الماء في هذا الإناء .(استخدم الآلة الحاسبة)

الكرةThe sphere     

الخواص الهندسية للكرة :

للكرة نقطة داخلية تسمى مركز الكرة ، وهي النقطة الوحيدة التي تتميز بأن جميع النقاط التي تقع على سطح الكرة تبعد بعدا متساويا عنها ويسمى هذا البعد بين اي نقطة على سطح الكرة ومركز الكرة ب نصف قطر الكرة 
ملاحظة :

القطعة المستقيمة التي تصل بين نقطتين متقابلتين على سطح الكرة بالمركز تسمى بقطر للكرة ، ويكون المركز منتصف هذا القطر.

مما سبق يمكننا نستنتج ما يأتي :

· اطوال انصاف اقطار الكرة  متساوية 

· اطوال جميع اقطار الكرة متساوية 
· بما ان قطر الكرة هو القطعة المستقيمة التي تصل بين نقطتين على سطح الكرة وتمر بالمركز ،فإن اي قطر للكرة يتكون من نصفي قطر. 
مساحة سطح الكرة :
قانون :

مساحة سطح الكرة = 4×П ×(نصف قطرالكرة) 2 
أي ان مساحة  سطح الكرة = 4اضعاف مساحة دائرة قطرها = قطر الكرة 
مثال : احسب مساحة سطح الكرة اذا كان نصف قطرها 5سم.

الحل: مساحة سطح الكرة = 4× ط× 5 2 سم2 
                               =100 ط سم2 
                              =100 ×14‚3 = 314 سم2 تقريبا

أسئلة:

1)احسب مساحة سطح الكرة اذا كان قطرها 12سم.

2)احسب مساحة سطح نصف كرة مفتوحة اذا كان نصف القطر 8سم. 
3) احسب نصف قطر كرة مساحة سطحها 132سم2 .

حجم الكرة 
قانون 

حجم الكرة = 4 × П ×(نصف قطر الكرة)3 =4 П  (نق)3 
                 3                                     3 
مثال : احسب حجم كرة نصفها قطرها 4سم.
الحل: حجم الكرة = 4 ×ط×(نق)3 
                         3 

                     =4  × ط× 4 3 
                        3 

                    = 256 ط = 256× 22 = 2‚ 268 سم3 
                         3            3       7
أسئلة : 

1)احسب حجم الكرة التي قطرها 8سم.

2)خزان ماء على شكل كرة نصف قطرها 5‚0 احسب المساحة الخارجية لهذا الخزان؟وسعة هذا الخزان؟

3) مخروط نصف قطر قاعدته 4سم ، وارتفاعه 9سم ، تعلوه نصف القطر نفسه. احسب حجم المخروط؟
4)صهرت 729 كرة صغيرة نصف قطر كل منها 1سم وعمل منها كرة واحدة كبيرة. ما طول نصف قطر هذه الكرة؟

                           تمارين عامة 
1) أضع دائرة حول الشكل / الاشكال التي تحقق الخاصية المذكورة في كل مما يلي:

أ) القطران ينصف كل منهما الاخر     متوازي اضلاع   معين   مستطيل    مربع

ب)القطران متعامدان                      متوازي اضلاع   معين   مستطيل    مربع

ج) القطران متساويان                     متوازي اضلاع   معين   مستطيل    مربع
د) القطران ينصف زواياه                متوازي اضلاع   معين   مستطيل    مربع
2) أ ب ج مثلث متساوي الاضلاع . اخذت النقطة سعلى الضلع أب ورسم منها موازيان للضلعين ب ج ، أ ج(كما في الشكل). اثبت ان المثلث أ ب ج ينقسم ال مثلثين متساويي الاضلاع ومتوازي اضلاع.

كيف تختار النقطة س بحيث ينقسم المثلث أ ب ج الى مثلثين متساويي الاضلاع ومعين؟                                                                  أ

                                                                    س        ص


                                                             

                                                            ب            ع         ج
3)أ ب ج د شكل رباعي . رسم من أ المستقيم أﮬ // دب ويلاقي امتداد ج ب في ﮬ.

 ابرهن ان المثلث د ﮬ ج ويكافئ الشكل الرباعي أ ب ج د.
                                                                                            د                                                  
                                               أ                                            


                         
                          ﮬ                       ب                                               ج

4) أ ب ج مثلث . وصلت مستقيماته المتوسطة الثلاثة فتلاقت في م . اثبت أن المثلث أ ب ج ينقسم الى ستة مثلثات متكافئة.

5)وضعت كرة داخل مكعب فارغ . لامست الكرة جميع وجوه المكعب . اذا كان نصف قطر الكرة يساوي 6سم          

أ) احسب طول ضلع المكعب .
ب) احسب حجم الماء الذي سيستخدم لملء الفراغ الواقع بين المكعب والكرة.

6) خزان ماء على شكل كرة مليء بالماء ، فرغ محتوى هذا الخزان داخل أسطوانة قائمة مساحة قاعدتها 154سم2 ، فوصل ارتفاع الماء في الاسطوانة الى 252سم . فكم كان نصف قطر خزان الماء الكروي ؟ ( استخم ط= 22 )
                                                                       7 

7) خزان مصنوع من الصفيح على شكل كرة قطرها من الخارج 80سم ، وسمك الصفيح 2ملم . ما حجم الصفيح المستخدم في صناعة هذا الخزان ؟(استخدم الالة الحاسبة)

                الدائرة The circle       

الزوايا المركزية الزاويا المحيطيةCentral and circumference angles                                

تعريف :

الزاوية المركزية للدائرة : 

هي الزاوية التي تقع رأسها في مركز الدائرة ، وضلعاها نصفا قطرين في الدائرة .

الزاوية المحيطية : 

هي الزاوية التي يقع رأسها على الدائرة وضلعاها وتران في الدائرة.

نظرية : الزاوية المركزية تساوي ضعفي الزاوية المحيطية المشتركة معها في نفس القوس .
لاحظ الشكل ادناه والتي توضح النظرية السابقة 

                                                                          س

                    2س       


                           2س

                 س

حالة خاصة :

الزاوية المحيطية المرسومة على قطر الدائرة تساوي 90.

مثال : في الشكل ادناه م مركز الدائرة اوجد قياس زاوية 1 ، زاوية 2 .

الحل : زاوية 1 = 40  ( حسب النظرية السابقة)

        زاوية 2 = 40                                              1          2   

     اي ان زاوية 1 = زاوية 2                                                                    

                                                                       80

  المثال اعلاه يؤكد النتيجة التالية                           

  الزاويتان المحطيتان المرسومتان على قوس واحد متساويان 
مثال : اذا كانت زاوية ب أ م = 20 ، زاوية ج م د =70 ، جد قياس زاوية ب م د ، وزاوية ج أ م 

الحل: زاوية ب م د = 2( زاوية ب أم) = 2×20=40 

زاوية ج أ م =35 ( حسب النظرية السابقة)

أسئلة :

1) اجد الزوايا المشار اليها بالرموز ، في الشكلين ادناه.

أ)                                ب) 

                                                 ﮬ       30 

         30                 أ                                                     و
         

                                                                    45
2) م أ نصف قطر في دائرة مركزها م ، أب وتر في الدائرة ، النقطة ج  نقطة على دائرة بحيث ان ب أ//م ج . اذا كانت زاوية م أ ب = 50 ، اجد زاوية أ ب ج 

3) زاوية أ م ب زاوية مركزية قائمة في دائرة مركزها م .

اخذت النقطة د على الدائرة بحيث ان زاوية أ م د=140. احسب قياس كل من زوايا المثلث أ ب د .

4) أ ب قطر في دائرة مركزها م ، ج نقطة على الدائرة ، د منتصف الوتر ب ج .

 ﮬ منتصف الوتر ب ج . اثبت ان زواية د مﮬ =90

5) دائرة مركزها م . أ ب ، د ج وتران متوازيان بحيث بحيث ان م لا تقع بينهما ، فإذا تقاطع أج، ب د في ﮬ داخل الدائرة ، ابرهن ان زاوية أﮬ د = زاوية أ م د.

6) أب قطر في دائرة ، ج د وتر فيها يقطع أب بحيث أ ب ج = 40 ، اجد زاوية 

ب د ج

الشكل الرباعي الدائري    Cyclic Quadrilateral 
للشكل الرباعي الدائري الخاصية التالية :

مجموع الزاويتين المتقابلتين في الشكل الرباعي الدائري =180 (متكاملتان) 

مثال : الشكل أ ب ج د رباعي دائري فيه الضلع أ ب قطر في الدائرة ، 

وزاوية ج أ ب = 37.

اوجد زاوية أ د ج .

الحل : زاوية أج ب =  90 لان أب قطر في دائرة .

في المثلث أ ب ج : زاوية أ ب ج +  90 + 37 = 180 

اذن أ ب ج = 53 

اذن أ د ج = 180 -53 -= 127( متقابلتان في رباعي دائري)

مثال :اوجد قيمة س ، ص في الشكل ادناه:


                                                                    

                                                     ص            105
    

                                            س   1                   80  

الحل : زاوية ص = 180 – 80 =100

      ( زاويتان متقابلتان في الشكل الرباعي الدائري )

      زاوية 1 = 180 – 105 = 75 

( زاويتان متقابلتان في الشكل الرباعي الدائري)

   زاوية س = 180 – 75 = 105 

المثال اعلاه يؤكد النتيجة التالية:

الزاوية الخارجية في الشكل الرباعي الدائري = الزاوية الداخلية المقابلة لمجاورتها
أسئلة :

1) اجد قيمة س في الاشكال التالية :

أ)                           

                               100
                        س

ب)

                    85           س       

ج)

                                  

                                                              س                   0    
                                      30                      40               
3)في الشكل ادناه ، م مركز الدائرة ، م د يوازي ب ج، وزاوية د ب ج =20

احسب قيمة زاوية أ م د ، زاوية م أ د .

                                ج   


                     د                               ب


                                    * م

                      أ

أوتار الدائرةChords in a circle   
تأمل الشكل ادناه حيث أ ب وتر في دائرة مركزها م ، لاحظ ان المثلث أ م ب متساوي الساقين وتنطبق عليه خصائص المثلث الساقين والتي سبق وان درستها وان درستها في صفوف سابقة ، وهي:



1) العمود النازل من رأس المثلث المتساوي الساقين على القاعدة ينصف القاعدة 

ويمكن تطبيق هذه الخاصية في الدائرة حيث :

العمود النازل من مركز الدائرة على اي وتر فيها ينصف ذلك الوتر

2) القطعة المستقيمة الواصلة بين رأس المثلث المتساوي الساقين ومنتصف القاعدة 

ويمكن تطبيق هذه الخاصية في الدائرة بحيث تصبح:

القطعة المستقيمة الواصلة بين مركز الدائرة ومنتصف اي وتر فيها تكون عمودية على ذلك الوتر.

3) العمود المنصف لقاعدة المثلث المتساوي الساقين يمر بالرأس.

ويمكن تطبيق هذه الخاصية في الدائرة بحيث تصبح:

العمود المنصف لأي وتر في دائرة يمر بالمركزة.

مثال : أ ب ، ج د وتران متوازيان في دائرة نصف قطرها 13سم .أب = 24سم ، ج د =18سم. جد البعد بين هذين الوترين علما بأن مركز الدائرة م يقع بين الوترين .

الحل : ننزل من م عمودا  م ﮬ  على ج د ، ونمده  من جهة م حتى يقطع أ ب في و.

بما ان أب يوازي ج د فان م و عمودي على أ ب.

المثلثان م و ب ، م ﮬ د قائما الزاوية في و ،ﮬ ع الترتيب .

وينطبق نظرية فيثاغورس فان :

(م و)2 +(و ب) 2 =(م ب) 2 
اذن (م و) 2 + 144 = 169 

اذن (م و) 2 = 25 

ومن ذلك نجد أن م و = 5سم . وبنفس الطريقة نجد ان مﮬ = 12سم .

البعد بين الوترين المتوازيين هو وﮬ .

لكن وﮬ = م و + م ﮬ 

          =5+ 12 = 17سم .

مثال : 
أب، ج د وتران متساويان ، طول كل منهما  8وحدات ، في دائرة مركزها م ونصف قطرها 5 وحدات . اوجد بعد كل منهما عن مركز الدائرة.

الحل :
 لاحظ الشكل ادناه حيث م ﮬ عمودي على أب وبالتالي فهو ينصفه وكذلك م و عمودي على ج د فهو نصفه.

بتطبيق نظرية قيثاغورس على المثلث أ م ﮬ فان :

(أم) 2 = (أﮬ) 2 +(ﮬ م) 2 
5 2 = 4 2 +( ﮬ م) 2 
25 = 16 +(ﮬ م) 2              ا                  ﮬ              ب
25 -16 =(ﮬ م) 2                                           م                                                                             
9 =(ﮬ م) 2 
3 = ﮬ م                           ج
                                                                       د        
وبالمثل عند تطبيق نظريو فيثاغورس على ﮬ م وينتج أن و م = 3

المثال اعلاه يؤكد النتيجة التالية :

اذا تساوى وتران في دائرة فإن بعديهما عن مركز الدائرة متساويان.

اسئلة :

1) أ ب ، ج د وتران متوازيين في دائرة مركزها م . طول أ ب يساوي 10سم وبعده عن م يساوي 12سم . طول ج د يساوي 24 سم . فما بعده عن مركز الدائرة؟

2) أب وتر في دائرة مركزها م . ج منتصف أ ب . اذا كان م ج = 5سم ونصف قطر الدائرة = 13سم ، اجد طول أ ب
3) م أ ،م د نصفا قطرين متعامدان في دائرة مركزها م، اذا كان  طول 
الوتر أد=10سم ، فما نصف قطر الدائرة؟

                                             د

                           أ

                                            م

الاوتار المتقاطعة 

نظرية :

اذا تقاطع وترا في دائرة ، فان حاصل ضرب جزئي الوتر الأول يساوي حاصل ضرب جزئي الوتر الثاني.

مثال: في الشكل ادناه ،جﮬ = 5سم ، ج ب =19سم ،أﮬ = 7سم ،اوجد طول أد

                                                 أ

                                         7سم

                     ج           5سم                          ب 

                                          ﮬ
                                   س 

                               د

الحل : ﮬ ب = ج ب - جﮬ 

               =19 – 5 =14 

نفرض ﮬ د= س 

اذن أﮬ × ﮬ د = جﮬ ×ﮬ ب 

    7 × س = 5× 14 

اذن س =10 

أد = أﮬ +ﮬ د = 7+10 = 17سم

اسئلة :

1) أب قطر في دائرة ، ج د وتر عمودي على أب في ﮬ . اذا كان أب =13سم 
      أﮬ =4سم . اجد ج د .

2) وتران أب ، ج د متقاطعان داخل دائرة بحيث ينصف كل منهما الاخر . ابرهن ان أب = ج د .

3) ابرهن النظرية السابقة اذا تقاطع امتداد الوترين خارج الدائرة . أي ابرهن انه اذا كان أب ، ج د وترين في دائرة ، وتقاطع امتدادهما في النقطة ﮬ خارج الدائرة ، فإن :
      أ ﮬ × ﮬ ب = ج ﮬ × ﮬ د  ( ارشاد استخدم تشابه المثلثات أ د ﮬ ، ج ب ﮬ)

                                                           أ

                            ب                              

               ﮬ            

                             د                                         ج

مماس الدائرةTangents    

خاصية هامة :

المماس لدائرة يكون عموديا على نصف القطر عند  نقطة التماس .

مثال : في الشكل ادناه مركزها م ونصف قطرها 6سم . أ نقطة خارج الدائرة . رسم من أ مماس للدائرة أ ﮬ بحيث أن أ ﮬ =8سم.جد طول أم.
                                            ﮬ
                                                 6سم

                                                         م

                               أ

الحل : حيث ان أﮬ مماس  ، فانه عمودي على نصف القطر م ﮬ .

         اذن م ﮬ أ قائم الزاوية في ﮬ .

        وبتطبيق نظرية فيثاغورس فان:

          (أم)2 = (أ ﮬ ) 2 + (م ﮬ ) 2 
          (أم) 2 = 64 + 36 = 100 

           أم = 10سم 
نظرية :

المماسان المرسومان لدائرة من نقطة خارجها متساويان.




بمكن اثبات النظرية اعلاه بتطبيق المثلثات
اسئلة : 

1) دائرة مركزهام ، م ن نصف قطر في  الدائرة وطوله 3سم ، المستقيم ع ن مماس للدائرة ، وطول القطعة ع ن = 4سم . اجد طول م ع .

2) النقطة ﮬ تقع خارج دائرة مركزها م  . رسم من ﮬ مماسان للدائرة عند النقطتين أ،ب
3) أب ، ج د قطران متعامدان في دائرة مركزها م . رسم مماسان للدائرة عند أ ، ج  فتقاطعا في ﮬ .
1) ما قياس زاوية م أ ﮬ ،  وزاوية م ج ﮬ ؟

2) هل زوايا الشكل أ م ج قوائم؟
3) ما اسم الشكل أ م ج ﮬ . 
الزاوية المماسية 

الزاوية المماسية هي الزاوية المحصورة بين مماس الدائرة وأي وتر في الدائرة مار بنقطة التماس .

       نظرية :

الزاوية المماسية تساوي الزاوية المحيطية المرسومة على الوتر في الجهة الاخرى.

مثال : في الشكل ادناه م مركز الدائرة ، أب مماس عند ب .

        ب ج وتر في الدائرة ، زاوية  أ ب ج = 60 

       اوجد زاوية ب د ج ، زاوية ب م ج 

                                     ب

                          أ   60

                                           م

                             ج                    د

الحل :

زاوية ب د ج = زاوية أ ب ج        (من النظرية )

زاوية ب د ج = 60 

زاوية ب م ج = 2(زاوية ب د ج)  (مركزية مشتركة مع المحيطية في القوس )

اذن زاوية ب م ج = 2(60) = 120 

أسئلة :

1) أب ، أج وتران في دائرة بحيث يقع مركز الدائرة بينهما . النقطة د منتصف أب والنقطة ﮬ منتصف أ ج . اثبت ان الشكل أ ﮬ م د الشكل رباعي دائري.
2) أب قطر في دائرة نصف قطرها 6سم . ج د وتر في الدائرة . مد ب أ من جهة أ ثم مد ب أ من جهة أ ثم مد د ج من جهة ج فنقاطعا في ﮬ . اذا كان ﮬ أ = 3سم ، ﮬ ج = 5سم . اجد ج د 
حساب المثلثاتTrigonometry 
النسب المثلثية الاساسية للزاوية الحادة

مقدمة :

حساب المثلثات فرع من فروع الرياضيات يبحث في العلاقة بين اضلاع المثلث وزواياه وايجاد بعض عناصر المثلث اذا علمت عناصره الاخرى ، ويستخدم كثيرا في قياس المسافات والارتفاعات والزوايا بطرق غير مباشرة ، كأن  نجد ارتفاع برج عال ،أو قمة جبل ، او بعد سفينة في البحر                                     ا

ومن العلماء الذين برزوا في علم حساب المثلثات :

1- أبو الوفاء البوزجاني 

2- أب عبدالله محمد البتاني 
3- محمد بن موسى الخوازمي 
4- نصيرالدين الطوسي                             
                                                             ب                                ج

أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب ، نسمي اب الضلع المقابل للزاوية ج، كما نسمي

 ب ج الضلع المجاور للزاوية ج. 

1- الجيب وجيب التمام للزاوية الحادةThe sine and cosine of acute angle                                                                                 

سبق أن عرفت ان الزاوية الحادة هي الزاوية التي قياسها أكبرمن صفر واصغر من 90 .


ملاحظة : جيب الزاوية س يكتب جا س.

             جيب تمام الزاوية س يكتب جتا س.

مثال : أوجد جا س ، جتا س في الشكل المجاور        

الحل: جا س= المقابل =4

                الوتر        ع                                4                       ع

لكن من نظرية فيثاغورس ع 2 =  23 +4 2

أي أن ع =5 

اذن جا س  = 4   

                  5                                                                                                                                                                                                                                                   

جتا س =  المجاور = 3                                                       3

               الوتر      5

أسئلة :

1) في الشكل المقابل أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب ، جد : جا أ ، جتا أ.

                                    أ

                                  3


                                ب            4           ج           

2) في الشكل المجاورجد: جا و ، جتا و           ﮬ          5         و

                                                          

                                                            12                                                               

                                                               د   

3) في الشكل الاتي : س ص = س ع = 17وحدة ، ص ع = 16وحدة . جد جا ص ، جتا ص،جا ع ، جتا ع ، جا زاوية د س ص   

                                              س

                                   17                          17


                               ص              د                     ع

                                                  16

 2) ظل الزاوية الحادة:The tangent of acute angle
تعريف :

في المثلث القائم الزاوية ،فإن :

ظل الزاوية الحادة = المقابل   
                           المجاور

مثال :أوجد ظا س في الشكل المجاور                      

الحل: ظا س = المقابل = 4 

                    المجاور  3 
                                                          4

                                                                             س                               

                                                                                                                    

                                                                        3  

مثال:في المثلث أ ب ج المبين في الشكل ، اوجد ظا أ ،ظا ج.

الحل: المقابل  = ب ج                      أ

        المجاور    أب

     لكن من نظرية فيثاغورس                       13

(أج)2 = (أب) 2 +(ب ج) 2 
(13)2 =(أب)2 + (12)2 
5 =أب  اذن ظا أ = 12                 ب          12            ج 

                          5

ظا ج = المقابل = أ ب   = 5                                                

           المجاور  ب ج    12

أسئلة :

1) في الشكل المقابل أ ب ج مثلث قائم الزاوية في ب .

 جد : ظا أ ، ظا ج                     أ

                                            3                                                                                       

                                                                                                                                                                              

                                               ب         4          ج

النسب المثلثية  لبعض الزوايا الخاصة :
هناك بعض الزوايا مثل: 30˚ ، 45˚ ، 60˚ ، اختيرت هذه الزوايا بالذات نظرا لسهولة ايجاد نسبها المثلثية.

أولا : النسب المثلثية للزاويتين اللتين قياسهما 30˚ ، 60˚ :             أ

في الشكل المقابل أ ب ج مثلث متساوي الاضلاع ، 

طول ضلعه 2 وحدة .

اذن قياس زاوية أ = قياس زاوية ب = قياس زاوية ج = 60˚
ننزل من رأسه العمود أد على القاعدة ب ج ، فينتج مثلثان قائما 

الزاوية ويكون :

قياس زاوية ب أ د = قياس د أ ج = 30˚ 

كما يكون : 

ب د = دج = 1 وحدة طولية ، وفي المثلث أ دب فإن:    ب              د             ج

(أد)2 + (ب د) 2 = (أ ب) 2                                                2 وحدة 

(أد) 2 \= (أب) 2 – (ب د) 2 = 4- 1 =3 

اذن أد = 
[image: image12.wmf]3

 وحدة طول .

وعليه يكون : 

جا 30 = طول الضلع المقابل = 1 

                   طول الوتر         2 

جتا 30 = طول الضلع المجاور = 
[image: image13.wmf]3

 
                    طول الوتر           2

ظا 30 = طول الضلع المقابل =  1
                طول الوتر           
[image: image14.wmf]3


كذلك يكون :

جا 30 = طول الضلع المقابل =  
[image: image15.wmf]3


                   طول الوتر           2 

جتا 30 = طول الضلع المجاور = 1
                    طول الوتر          2

ظا 30 = طول الضلع المقابل =  
[image: image16.wmf]3

  = 
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                طول الوتر              1

تذكر أن : 

1) نسبة أطوال أضلاع المثلث الذي  قياسات زواياه 30 ، 60 ، 90 

كنسبة  1:
[image: image18.wmf]3

: 2 

2) في المثلث الذي قياسات زواياه 30 ، 60 ، 90  يكون طول الوتر ضعفي طول ضلع المقابل للزاوية التي قياسها 30  .

 تدريب :

 1)  جد قيمة :

أ)  2جتا2 30 -1 

ب) 2جا2 30 – 1 

2) بين أن : جتا2 30 - جا2 30 = 1
                                            2  

ثانيا : النسب المثلثية لزاوية قياسها 45:

في الشكل المقابل أ ب ج مثلث قائم الزاوية في جهد في ب ، ومتساوي الساقين فيه :

أ ب = ب ج = وحدة واحدة ، فيكون قياس كل من الزاويتين الحادتين أ ،ج يساوي 45 .(لماذا؟) 

لايجاد طول الوتر أج في المثلث القائم الزاوية في ب .           أ

بما أن( أ ج) 2 = (أ ب) 2 +( ب ج
[image: image19.wmf]) 2 . . .نظرية فيثاغورس

اذن (أ ج) 2 = 1 +1 = 2                                                45

اذن (أج) 2 = 2 

اذن أج =
[image: image20.wmf]2

 وحدة 

وعليه يكون:                                                                             45

جا 45 = طول الضلع المقابل = 1                                  ب                    ج

                 طول الوتر          
[image: image21.wmf]2

                                     وحدة واحدة

جتا 45 = طول الضلع المجاور = 1 
                   طول الوتر          
[image: image22.wmf]2

 

ظا 45 = طول الضلع المقابل = 1  = 1 

             طول  الضلع المجاور 1

نلاحظ ان : جا 45= جتا 45= 1
                                      
[image: image23.wmf]2


فيما يلي جدول بالنسب المثلثية للزاويا الخاصة:

	 قياس الزاوية
	   جا
	جتا 
	ظا

	30
	1

     2
	
[image: image24.wmf]3


2
	1
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	60
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2
	1 

2
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	45
	1
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                  النسب المثلثية 

مثال : اوجد قيمة المقدار (جا 30 ) + ظا 45 

                                جتا 60 

الحل : جا 30 = 1          ، جتا 60 = 1  ، ظا 45 =1 

                      2                         2  

                                  1   
اذن جا 30  + ظا 45 =    2 + 1 = 1+1 = 2
      جتا 60                  1
                                 2                   

اسئلة :

1)  جد قيمة المقدار جتا2 30 - جا2 30 + 1 

2)   جد قيمة المقدار 3جا 60 – 2جا 30 + 2ظا 45 

3)     اثبت ان 2جتا2 30 – 1 = جتا 60 

ايجاد النسب المثلثية 

اولا : باستخدام الجداول 

وضع كثير من علماء المسلمين جداول للنسب المثلثية ، والتي لم تتغير الجداول الحديثة عنها كثيرا.

وقد درسنا كيفية ايجاد النسب المثلثية لزاوية معومة بالرسم ، ونظرا لعدم دقة القياس بالادوات الهندسية المتوفرة وغير المصممة لقياس زوايا دقيقة ، ولصعوبة ايجاد قياس زاوية معلومة اذا كانت النسبة المثلثية لها معلومة ، لهذا وضعت جداول  رياضية نستطيع بواسطتها ايجاد النسب المثلثية لاي زاوية معلومة وايجاد قياس الزاوية اذا علمت احدى نسبها المثلثية ، وهذه الجداول مقربة لأربعة منازل عشرية ، وقد وضعت هذه  باستخدام ادوات القياس الدقيقة او الالآت الحاسبة ، وسوف نقتصر في دراستنا على ايجاد النسب المثلثية الاساسية للزوايا التي قياسها عدد صحيح من الدرجات.

ملاحظات عن جداول النسب المثلثية لزوايا الحادة :

اولا : جدول جيوب :

1) جيب قياس اي زاوية حادة عبارة عن كسر حقيقي ، وقيمته من الجداول المثلثية المستعملة بين ايدينا تتكون من اربع منازل عشرية .

2) كلما زاد قياس الزاوية ، زادت قيمة جيبها . 
ثانيا : جدول جيوب التمام: 

 1)جيب تمام قياس اي زاوية حادة عبارة عن كسر حقيقي ، وقيمته من الجداول ا المثلثية المستعملة بين ايدينا تتكون من اربع منازل عشرية .

2) كلما زاد قياس الزاوية ، قلت قيمة جيب التمام الزاوية .

ثالثا: جدول الظلال :

1) ظل قياس اي زاوية أكبر من صفر وأصغر من 45 عبارة عن كسر حقيقي وقيمته من الجداول المثلثية المستعملة بين ايدينا تتكون من اربع منازل عشرية.

2) ظا 45 =1 
3) ظل قياس اي زاوية قياسها اكبر من 45 ،واقل من 90 عبارة عن عدد كسري ، وقيمة الكسر العشري من الجداول المستعملة بين ايدينا تتكون من اربع منازل عشرية.
4) كلما زاد قياس الزاوية ، زادت قيمة ظلها .
مثال : اوجد قيمة كل من التالية باستخدام جداول النسب المثلثية .

جا 17  ، جا 75 ، جتا 73 ، جتا 15 ، ظا 28 ، ظا 65  وماذا تلاحظ؟

الحل: من جداول النسب المثلثية نجد ان :

جا 17= 2924 ‚
جا 75 = 9659 ‚
جتا 73 = 2924 ‚
جتا 15 = 9659 ‚
ظا 28 = 5317 ‚
ظا 65 = 1445‚ 2 

نلاحظ ان : بما ان 75 اكبر من 17 فان جا 75 اكبر من جا 17 (كلما زاد قياس الزاوية، زادت قيمة جيبها)

بما ان 73 اكبر من 15 فان جتا 73 اصغر من جتا 15 (كلما زاد قياس الزاوية ، قلت قيمة جيب تمامها )

كما ان : جا 17 = جتا 73 ( لان الزاويتين متتامتان)

           جا 75 =جتا 15 ( لان الزاويتين متتامتان)

مثال : اوجد باستخدام جداول النسب المثلثية قيمة ما يلي:

جا 24+ جتا 63+ ظا 47 

الحل: باستخدام جداول النسب المثلثية نجد ان:

جا24 + جتا 63+ ظا 47 = 4067 ‚ . + 4540‚0 + 0724 ‚ 1   = 9331‚ 1 

اسئلة :

1) جد قيمة كل من المقادير التالية باستخدام جداول النسب المثلثية: 

أ) ظا 54 + جا 25 + جتا 70                 ب)جتا 42 + ظا 23 + جا 83 

2) ما قياس الزاوية الحادة س أ)اذا كان جتاس = 6018‚ 0 (ب)ظاس = 5774‚0

ثانيا : باستخدام الآلة الحاسبة 

لنسب المثلثية التي درسناها هي :

*جيب الزاوية س ويكتب جا س ، ويقابله في الآلة الحاسبة الرمز Sin x ،

* جيب تمام س ويكتب جتا س ويقابله في الآلة الحاسبة الرمز Coos x 
* ظل الزاوية س ويكتب ظاس ويقابله في الآلة الحاسبة الرمزTan x 

ايجاد النسب المثلثية لزاوية معلومة :

الخطوات :

1) نضغط على مفتاح النسبة المثلثية المطلوبة فتظهر على الشاشة تلك النسبة المثلثية.

2) ندخل قياس الزاوية المطلوب ايجاد النسب المثلثية لها الى الآلة الحاسبة.
3) نضغط على مفتاح فتظهر قيمة النسبة المطلوبة مقربة لعدد من المنازل العشرية .
ويجب التنويه الى ان هناك بعض الالات الحاسبة تختلف فيها طريقة ايجاد النسبة المثلثية لزاوية معلومة ، حيث تستبدل خطوة (1) بخطوة (2).
مثال : اوجد جا 58 باستخدام الآلة الحاسبة :

الحل :  لايجاد جا 58 نتبع الخطوات الاتية :

1) نضغط على مفتاح (Sin) 

2) ندخل قياس الزاوية وهو 58 الى الآلة الحاسبة بالضغط على المفتاح 5 ثم المفتاح 8
3)  نضغط على المفتاح (enter )  فتظهر القيمة المطلوبة وهي 0.84804895
4) يمكن تقريب الناتج لأربع منازل عشرية  بحيث يصبح : جا 58 = 8480‚ 0 
5) يمكن تلخيص الخطوات السابقة  بالخطوات الاتية من اليسار الى اليمين:
(enter)                  58            Sin

اسئلة :

1) جد قيمة جتا 82 جتا 22 + جا 83جا22 ، اقارن الناتج مع جتا 60 

2) جد قيمة :1) ظا 15 
                ب)ظا 60 – ظا 45 

المتطابقات المثلثية :Trig Identities
انت تعلم ان 3س + 2س= 5س هي جملة صحيحة مهما كانت قيمة س ، مثل هذه الجمل الصحيحة دائما تسمى متطابقات .

يمكن استنتاج بعض المتطابقات المثلثية من المثلث أ ب ج قائم الزاوية في ب:

أولا : ظا ج = جا ج 

                   جتا ج 

ثانيا : جا 2 ج+ جتا2 ج = 1   
مثال : اثبت صحة المتطابقة :( جاس -جتاس2 ) = 1- 2جاس جتاس

الحل : الطرف الايمن = (جاس – جتاس )2 
                            =جا2 س+ جتا2 س -2جاس جتاس

                            =1 -2جاس جتاس     (لان جا2 س+ جتا2 س =1)

                            = الطرف الايسر وهو المطلوب 

أسئلة :

1) تحقق من أن جتا2 30 - جا2 30 = جتا 60 
2) تحقق من ان 2جا30 جتا30 =جا60 
3) تحقق من ان 2جتا2 30 -1 = جتا 60 

    4) اثبت صحة المتطابقة ظا س +   1  =    1 

                                             ظا س   جاس جتاس 

المعادلات المثلثيةtrig equations 

تعلمت أن  الجملة ((3س -4 =5 )) تسمى المعادلة ،وأن حل المعادلة هو ايجاد قيمة المجهول (س) والذي يجعل الجملة المفتوحة صحيحة ، وكذلك الحال فإن الجملة المفتوحة التي تشمل على نسبة مثلثية او اكثر تسمى معادلة مثلثية وان حلها هو ايجاد قيمة الذي يجعل هذه الجملة صحيحة.

مثال : حل المعادلة المثلثية التالية : 2جاس – 1 = صفر ، حيث س زاوية حادة.

الحل : المقصود بحل المعادلة المثلثية هو ايجاد قياس الزاوية س ، والتي تجعل الطرف الأيمن مساويا للطرف الايسر .

بما أن 2جا س-1 = صفر 

2جا س =1 

اذن جا س = 1  ، اي ان س = 30 

                 2

مثال : حل المعادلة المثلثية التالية 3ظا س + 2 = 2ظا س +3 ، س زاوية حادة

الحل : 3ظاس + 2 = 2ظاس +3 

          ظا س = 1 ، اي ان س =45(زاوية الخاصة)

اسئلة :

1) اذا كان ظا أ = 3‚ 0 ، حل المعادلة س جا أ – جتا أ = صفر
2)  جد قيم س التقريبية التي تحقق المعادلة :( 4جاس -1)(3جاس-2) =0 
3) حل كلا من المعادلات التالية :
أ) 
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ظا س -1 = صفر              ب) 2جا2س -1 

حل المثلث القائم الزاوية Solving right angled triangle
تعلم أن للمثلث ستة عناصر هي ثلاثة أضلاع وثلاث زوايا ، ويتعين اي مثلث اذا 

علمت قياسات اي ثلاثة عناصر فيه على ان يكون أحدها ضلعا على الاقل .

ويقصد بحل المثلث ايجاد قياسات العناصر المجهولة فيه ، وحيث ان دراستنا 

ستقتصر على القائم الزاوية ،فإن أحد العناصر المعلومة لنا ستكون الزاوية القائمة ، 

ويبقى عنصران اخران احدهما ضلع على الاقل ، كما نرى في الحالتين:

اولا : حل المثلث القائم الزاوية اذا علم منه طول ضلع وقياس زاوية حادة:

مثال : حل المثلث أ ب ج القائم الزاوية في ب،    أ

والذي فيه قياس زاوية أ = 60 ، 

أب = 8سم .

الحل: في هذا المثلث ثلاثة عناصر معلومة هي :

قياس زاوية ب = 90 ، قياس زاوية أ = 60 ، 

اب =8سم 

اما عناصره المجهولة فهي : 

قياس زاوية ج   ،   طول أج  ، زاوية ب ج     ب                                ج

                                                                        8سم 

*قياس زاوية ج = 90 – قياس زاوية أ =

 90- 60 =30 

*لايجاد طول أج نعلم ان : 

جتا 60 = أب           1  = 8
          أج           2      أج 

أج = 2×8 = 16سم 
* لايجاد طول ب ج نعلم ان ظا 60 = ب ج

                                                أ ب 
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= ب ج            ب ج= 8×
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 = 
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8

 سم
          8

ثانيا : حل المثلث القائم الزاوية اذا علم طولا ضلعين فيه.

مثال : حل المثلث أ ب ج القائم الزاوية في ج ، والذي فيه ب ج = 16سم ،أب=20سم.               أ

                                               20سم

                          ب                                            ج

الحل :

في هذا المثلث ثلاثة عنصر معلومة هي :

قياس زاوية ج =90 ، ب ج =16سم ، أب=20سم 

أما عناصره المجهولة فهي: 

قياس زاوية ب     ،        قياس زاوية أ     ،           طول أج 

قياس زاوية ب ، نعلم ان جتا ب = ب ج 

                                           أ ب 

جتا ب = 160 = 8‚ 0 ( باستخدام الآلة الحاسبة أو الجداول)

             20                          

اذن قياس زاوية ب = 8699‚ 36 ≈ 37 

لايجاد قياس زاوية أ = 90 – قياس زاوية ب = 90-37 =53 

لايجاد طول أج نعلم أن : جا 37 = أج             6018‚ 0 = أج 

                                           أب                              20

ومنه = أج = 20× 6018‚ 0 ≈ 12سم 

أسئلة :

1) احل المثلث أ ب ج القائم الزاوية في ب ، والذي فيه قياس زاوية أ= 54 ، 

ب ج =16سم.

2) أ ب ج مثلث متساوي الساقين فيه أب=أج ، قياس زاوية أ = 76 ،ب ج =80سم . اجد طول أ ب 

3) سلم حريق طوله 18متر ، اسند على حائط منزل ليصل الى نافذة ، فإذا كان قياس الزاوية التي تصنعها قاعدة السلم مع الارض 32 اجد ارتفاع عن الارض.

زوايا الارتفاع والانخفاضAngle of elevation and depression 

من اهم تطبيقات التي يمكن ان تستفيدها من حساب المثلثات حساب المسافات والتي لا يمكن قياسها بصورة مباشرة لسبب او لاخر فمثلا : لا نستطيع قياس ارتفاع برج عال بالمتر العادي ، وكذلك لا نستطيع معرفة بعد شخص ما عن طائرة بالمقاييس العادية المعروفة .

ولكن يمكننا حساب هذه المسافات بسهولة ، باستخدام النسب والعلاقات المثلثية وقبل ان نبدأ عملية قياس هذه المسافات يجب ان ندرس نوعا من الزوايا يسمى بزوايا الارتفاع وزوايا الانخفاض.
ملاحظة :

زاوية الارتفاع من نقطة = زاوية الانخفاض من نفس النقطة

وتكون زاوية الارتفاع محصورة بين مستوى النظر الطبيعي وشعاع العين 

وكذلك زاوية الانخفاض محصورة بين مستوى النظر وشعاع العين. 

مثال : من نقطة تبعد 40 مترا عن قاعدة مئذنة ، قاس شخص زاوية ارتفاع قمة المئذنة فوجد ان قياسها 32 . ما ارتفاع المئذنة لأقرب متر؟

الحل : لايجاد ارتفاع قمة المئذنة ب ج                                        ج

ظا 32 = ب ج  

              أ ب 

6249‚ 0 =  ب ج 

                   40

ب ج = 40 × 6249‚ = 996‚24                      32                        

اذن ارتفاع قمة المئذنة ≈ 25م.                           ا         40            ب

اسئلة :

1) من نقطة على بعد 80 مترا من قاعدة برج رأسي ، وجد أن قياس زاوية ارتفاع قمة البرج 48 . فما ارتفاع البرج؟

2) شاهد شخص من فوق قمة تل ارتفاعه 300متر أن قياس زاوية انخفاض نقطة في المستوى الافقي المار بقاعدة التل هي 37. جد بعد النقطة عن قاعدة التل لأقرب متر.

3) مئذنة ارتفاعها 35مترا. جد قياس زاوية ارتفاع  قمتها من نقطة على بعد 25 مترا وتقع في المستوى الافقي المار بقاعدتها.

4) رصدت زاوية انخفاض قارب من قمة منارة ارتفاعه 42 مترا عن سطح البحر فكان قياسها 19 .جد بعد القارب عن قاعدة المنارة.                      
                       المتتاليات والمتسلسلات
   المتتاليات ( المتتابعات) Sequences

تواجهنا في كثير من الأحوال مجموعات من الأعداد نهتم بترتيب عناصرها بحيث يكون لدينا في كل حالة : عنصر أول ، عنصر ثان ، عنصر ثالث ، . . . نسمي كلا من الأعداد من هذه المجموعات المرتبة متتالية ( متتابعة ) تمييزا لها عن المجمعات العادية التي درسناها سابقا والتي لا أهمية للترتيب بين عناصرها.  

المجموعات المرتبة متتالية ( متتابعة ) تمييزا لها عن المجمعات العادية التي درسناها سابقا والتي لا أهمية للترتيب بين عناصرها.  

مثال : المجموعة المرتبة : 2 ، 4 ،6 ، 8 ، . . . هي متتالية المعروفة ، متتالية الأعداد الزوجية الموجبة .

نسمي العدد 2 الحد الأول في المتتالية والعدد الثاني فيها ،. . . وهكذا.

مثال: المجموعة المرتبة : 1 ، 3 5 ، . . . هي متتالية الاعداد الفردية الموجبة  ، حدها الأول = 1 ، وحدها الثاني = 3 ،. . . وهكذا.

الحد العام للمتتالية : General term of a sequence

بوجه تتوالى حدود المتتالية بانتظام أي تكون هذه الحدود وفق نمط أو قاعدة معينة بحيث نستطيع في المتتالية إذا عرف ترتيب الحد . الحدالذي رتبته ن يسمى النوني أو الحد العم في المتتالية ويرمز له بالرمز ح . 

مثال: اكتب المتتالية التي حدها العام ح ن= 2ن + 3 

الحل : للحصول على حدود المتتالية ح1 ، ح2 ، ح3 ، . . . نعوض قيم ن: 1 ، 2 ، 3 ، . . . 

 في قانون الحد العام 

إذن ح 1= 2 × 1 + 3 = 5 

      ح2= 2 × 2 + 3 = 7 
      ح3  = 2 × 3 + 3  = 9 

    وتكون المتتالية هي : 5 ، 7 ، 9 ، . . . 

اسئلة :

السؤال الاول : 

   اكتب الحدود الخمسة الاولى من المتتاليات التالية : 

1)ح ن=3ن+ 1

2)ح ن=ن2+1

3)ح ن = (ن+1)2
4)ح1=3 ، ح ن+1 = ح ن +5

السؤال الثاني:

 اكتب الحد العام للمتاليات التالية :

أ) 
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ب) 1 ،8 ،27 ،. . . .

ج)7 ،7 ،7 ،. . . . .

المتسلسلات ورمز المجموع Series and Sigma notation

عرفنا فيما سبق أن المتتالية هي مجموعة مرتبة من الأعداد الحقيقية وفق قاعدة معينة ويفصل بين حدودها الإشارة ((،)) ولكن إذا استبدلنا إشارة ((،)) بإشارة الجمع ((+)) فإن المتتالية تسمى متسلسلة فمثلا: 2 ، 5 ، 8 ، . . . متتالية أم المجموع : 2 + 5 + 8 + . . . فيسمى متسلسلة وللتعبير عن هذا المجموع نستخدم رمزا خاصا يسمى∑ ( ويقرأ سيجما )

مثال  : أوجد المجموع : ( 2ر + 5 )
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الحل : نعوض قيم ر :  1 ، 2 ، 3 ، 4 في الحد العام 

المجموع = (2 × 1+ 5) +(2 × 2+ 5) + ( 2 × 3 + 5 ) + ( 2 × 4 + 5 ) 

           = 7 + 9 + 11 + 13 = 40 

مثال : إذا كان أ  =  3ر
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 ، أوجد قيم أ ، ب . ما العلاقة بينهما ؟ ماذا نستنتج ؟

الحل :

أ = 3 × 1 + 3 × 2 + 3 × 3 + 3 × 4 = 3 + 6 + 9 + 12 = 30 

ب= 1 + 2 + 3 + 4 = 10 

نلاحظ أن أ = 3 ب 


 المتتاليات والمتسلسلات الحسابية :Arithmetic  progression
اتفق مقاول أن يحفر بئرا عمقه 6 أمتار على أن يتقاضى مبلغا قدره 50 دينارا عن أول متر يحفره ، 75 دينارا عن المتر الثاني ، 100 دينار عن المتر الثالث . . . وهكذا 

يريد صاحب البئر معرفة كم يكلفه حفر المتر السادس من البئر ،/ وكم يكلفه حفر البئر كله . 

كتب صاحب البئر الاجرة التي سيدفعها للمقاول عن كل متر يحفره مستخدما النمط السابق نفسه وهو زيادة منتظمة قدرها 25 دينارا  ، فكتب المتتالية :50 ، 75 ، 100 ، 125 ، 150 ، 175.

استنتج صاحب البئر أن المتر السادس يكلفه 175 ، وأن تكاليف حفر البئر كله هي : 

50 + 75 + 100 + 125 + 150 + 175 = 675 دينارا. 

تسمى المتتالية : 50 ، 75 ، 100 ، 125 ، 150 ، 175  متتالية حسابية .


مثال :

 ميز المتتاليات أو المتسلسلات الحسابية من غيرها فيما يلي : 

1) 3 ، 5 ، 7 ، . . . ، 31                               2) 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1 /20 

3) متتالية الأعداد الأولية                                 4) ر + 7 ) ∑
الحل : 

1) المتتالية 3 ، 5 ، 7 ، . . . ، 31 حسابية لأن أساسها ثابت حيث 5 – 3 = 2 ، 7 – 5 = 2 

2) المتسلسلة 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1 /20  ليست حسابية لأن أساسها غير ثابت حيث 1 / 2 – 1 = - 1 / 2  ، بينما 1/3 – 1/2 = 1/6 

3) متتالية الأعداد الأولية : 2 ،3 ، 5 ، 7 ، . . . ليست حسابية لأن 3 – 2 = 1

 بينما 5 – 3= 2 فأساسها غير ثابت 

4) (ر + 7 ) ∑       = (1+7) + (2+7 ) + (3+7 ) + ( 4 + 7) + . . . + ( 10+ 7) 

                          = 8 +9+10+. . . +17 

فهي متسلسلة حسابية لأن أساسها ثابت حيث 9 - 8= 10 - 9 = 1       

الحد العام للمتتالية الحسابية:

لنأخذ المتتالية الحسابية : 3 ، 7 ، 11 ، 15 ،19، 23 ، 27 التي أساسها 4 ونلاحظ النمط التالي:

الحد الثاني ح2 = 7 = 3 + 4×1 = 3 + ( 2 – 1 )×4 

الحد الثالث ح3 =11 = 3 + 4× 2 = 3 (3 – 1 ) × 4 

الحد السابع ح7 = 27 = 3 + 6 × 4 = 3 + (7 – 1 ) × 4 

لاحظ أن كل حد = العدد 3 (الحد الأول )  + ( رتبة الحد – 1 ) × الأساس وهذا ينطبق أيضا على الحد الأول ،تحقق من ذلك.

بشكل العام : إذا كان الحد الاول لمتتالية حسابية هو أ وأساسها فإن الحد الثاني = أ + د ، الحد الثالث = أ + 2د والحد العاشر = أ + 9د ،وهكذا . . . ويكون الحد العام ( الحد النوني ) هو ح = أ = ( ن – 1 ) د


مثال :
 أوجد الحد الخامس في المتتالية الحسابية التي حدها الأول 2 وأساسها 5. تحقق بكتابة الحدود الخمسة الأولى من المتتالية.

الحل : 

أ = 2 ، د = 5 

حن = أ + ( ن – 1 ) ن 

ح5 = 2 + (5 – 1 ) ×5 

ح = 2 + 4× 5 = 22 

التحقق : المتتالية هي 2 ، 7 ، 12 ، 17 ، 22 

الحد الخامس = 22 ، النتيجة صحيحة.
الأوساط الحسابية:Arithmetic mean
إذا أخذنا ثلاثة حدود متتالية من متتالية حسابية فإن الحد الأوسط منها يكون وسطا حسابيا للحدين الآخرين .

ففي المتتالية الحسابية : 5 ، 9 ، 13 ، 17 نلاحظ أن العدد 9 هو الوسط الحسابي للعددين المجاورين 5 ، 13 لأن 9 = 5 = 13  / 2 كما أن العدد 13 هو الحسابي للعددين المجاورين 9، 17.

مثال:

 أدخل 4 أوساط حسابية بين العددين 4 ،  29 
الحل : 
عند ادخال 4 أوساط حسابية بين 4 ، 29 تصبح المتتالية على النحو : 4 ، س ، س ، س، س ،29 
وتكون أ = 4 ، ح = 29 

ح = أ + 5د 

29= 4 + 5 × د 

25 = 5د          د = 5 

تصبح المتتالية الحسابية : 4 ، 9 ، 14 ، 19 ، 24 ، 29 وتكون الاوساط هي 9 ،14 ، 19 ، 24 

    مجموع المتسلسلة الحسابية :Sum of Arithmetic series
في عام 1787 م طلب معلم من تلاميذه أن يجمعوا جميع الاعداد الصحيحة من 1 إلى 100 أي

 1+ 2 + 3 + . . . + 100 لم تمض سوى دقائق قلقلة حتى فاجأه احد تلاميذ ويدعى جاوس ( وكان آنذاك في الصف الثالث ) بأن اعطاء الجواب الصحيح وهو 5050. سأله المعلم مندهشا كيف حصلت على الجواب ، 

كتب جاوس الحل كما يلي : 

ج = 1 + 2 + 3 + . . . + 100 ثم كتب المجموع نفسه بشكل معكوس 

ج = 100 + 99 + 98 + . . . + 1 

بالجمع 2ج = 1010 + 101+ 101 + . . . + 101    ( عدد  الحدود 100)

2ج = 101 × 100 

ج = 101 × 100 / 2 = 50 ( 101 ) = 5050 


مثال : أوجد مجموع أول 20 حدا من حدود المتسلسلة : 3 + 8 + 13 + . . . 

الحل : المتسلسلة هي متسلسلة حسابية حدها الأول أ= 3 ، د = 5 

ج = ن / 2  (2أ + ( ن – 1 ) د ) 

ج = 20 / 2 ( 2 × 3 + 19 × 5 ) = 10 ( 6 + 95 ) 

                                              = 10 × 101 = 1010 

                             ألاحصاءStatistics   

مراجعة المفاهيم السابقة 

مثال  : حصل 30 طالبا في الصف الثامن الاساسي في احدى المدارس على النتائج التالية في امتحان العلوم: 

	80
	70
	74
	54
	59
	72

	72
	60
	58
	42
	75
	80

	65
	75
	62
	63
	89
	77

	40
	83
	82
	70
	79
	84

	53
	90
	73
	52
	69
	75


1) ما المدى لهذه النتائج؟
2) ضع هذه النتائج في جدول تكراري بفئات مداها 10 علامات مبتدئا بالفئة 40- 
3) احسب التكرارات النسبية للفئات واثبت ان مجموعها = 1
4) من الجدول الناتج ما عدد الطلبة الذين تقل علاماتهم عن 60؟
5) من الجدول الناتج ما عدد الطلبة الذين علاماتهم 70 فأكثر ؟ 
الحل : 
1) المدىRange = اكبر قيمة في المجموعة – اصغر قيمة في المجموعة 
 = 90-40= 50

2) لانشاء الجدول التكراريFrequency table  نرسم جدولا من ثلاثة أعمدة كالتالي : 

	فئات العلامات
	التكرار
	التكرار النسبيRelative frequency             

	40-
	2
	2

30

	50-
	5
	5

30

	60-
	5
	5

30

	70-
	11
	11

30

	80-
	6
	6

30

	90-
	1
	1

30



	المجموع
	30
	1


التكرار النسبي للفئة = تكرار الفئة  

                       التكرار الكلي                                   
                                  وعليه فمجموع التكرارات النسبية =    2 + 5 + 5  + 11 + 6+ 1  

                                                                            30  30   30 30   30   30 

= 1

د) عدد الطلاب الذين تقل علاماتهم عن 60هو : 5+2=7 ، لماذا؟ 

ج) عدد الطلبة الذين علاماتهم 70 فأكثر هو 11+6+1=18، لماذا؟ 

من الجدول السابق اكتب ما يلي : 

1) الحد الاعلى للفئة الثانية 
2) الحد الاعلى للفئة الرابعة 
3) مركز كل من الفئات الاولى والثالثة
4) مثل الجدول بالمضلع التكراري 
الحل: الحد الاعلى للفئة الثانية =50

الحد الاعلى للفئة الرابعة =80

مركز الفئة = الحد الادنى للفئة +الحد الاعلى للفئة 

                                     

                                        2

مركز الفئة الاولى = 40+50

                              2
مركز الفئة الثالثة = 60+70

  2

لتمثيل الجدول بيانيا بالمضلع التكراري :Frequency polygon 

1) نرسم محورين متعامدين ، بحيث يمثل المحور الافقي مراكز الفئات ويمثل المحور العمودي التكرارات بمقاييس رسم مناسب لكل من المحورين 
2) نجد مراكز الفئات ونعينها على المحور الافقي
3) نضع فوق مركز كل فئة نقطة تبعد عنها رأسيا مسافة تمثل تكرار الفئة 
4) نضيف مركز الفئة السابقة وهي 30- وتكراراها صفر ومركز الفئة اللاحقة وهي 100 وتكرارها صفرايضا وذلك لاغلاق المضلع من كلا الطرفين على المحور الافقي .
5) نصل بين كل نقطة والنقطة التي تليها بقطعة مستقيمة فيكون الشكل الناتج هو المضلع التكراري

المضلع التكراري لعلامات 30 طالبا
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                                                   مراكز الفئات ( العلامات) 

التمثيل بالرسم :Using Chart 

أولا: التمثيل بالاعمدة    Bars:
تستخدم هذه الطريقة لتمثيل ظواهر غير مبوبة وتعتمد على استخدام مستطيلات اما رأسية او أفقية متباعدة تكون قواعدها متساوية كما تتناسب اطوالها مع القيم المتناظرة للظواهر المختلفة .

وتكون قواعد المستطيلات في حالة الاعمدة الرأسية مثلا على المحور الأفقي ( محور السينات ) كما تناظر أطوالها القيم على المحور العمودي ( محور الصادات)

مثال : اذا كان الراتب الشهري لموظف 400 دينار فاذا كانت مجالات انفاق الراتب لهذا الموظف كما في الجدول المجاور مثل هذا الجدول بيانيا بالاعمدة 

	مجالات الانفاق
	مقدار النفقات

	الطعام
	120

	المسكن
	80

	الملابس
	60

	الدواء
	30

	السفر
	40

	التوفير
	70


الحل:  

*نرسم محورين متعامدين (الافقي والرأسي). 

 * نقسم المحور الافقي الى اقسام متساوية لتمثيل مجالات الانفاق

* نقسم المحور العمودي الى اقسام متساوية لتمثل النفقات

*نرسم المستطيلات الممثلة لمجالات الانفاق وقيم الانفاق المناظرة منها كما في الشكل المجاور
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مجالات الانفاق 
ثانيا: التمثيل بالاعمدة المزدوجة:

تستخدم هذه الطريقة لتمثيل جداول تحوي ظاهرتين في آن واحد مثل جدول يحوي اسماء خمسة طلاب واوزانهم واعماهم او جداول يحوي اسماء ستة طلاب ونتيجة كل منهم في مبحثي الرياضيات والعلوم 
مثال: القى كل من الطلبة : لؤي وامل وخالد وسعاد وسليم قطعة نقدية معدنية 100 مرة وسجل كل منهم عدد مرات ظهور الصورة وعدد مرات ظهور الكتابة وكانت النتيجة كما في الجدول الآتي : 
	الطالب
	عدد مرات ظهور الصورة
	عدد مرات ظهور الكتابة

	لؤي
	56
	44

	امل
	42
	58

	خالد
	50
	50

	سعاد
	54
	46

	سليم
	40
	60


مثل هذه النتائج بيانيا بالأعمدة المزدوجة

الحل: 

نتبع خطوات الحل نفسها عند تمثيل البيانات بالأعمدة ، ولكن يكون لكل طالب في هذا المثال على المحور الافقي عمودان متلاصقان احدهما ليمثل عدد مرات ظهور الصورة والآخر عدد مرات ظهور الكتابة كما في الشكل المجاور .



اسم الطالب

ثالثا: التمثيل بالقطاعات الدائرية Pie Chart    :

تستخدم هذه الطريقة لتمثيل ظواهر غير مبوبة كما هو الحال في الأعمدة . والقطاع الدائري هو 
جزء من دائرة محصور بين قطرين وقوس فيها وتعتمد هذه الطريقة على قسمة الدائرة الى 
قطاعات دائرية بعدد الظواهر نفسها في الجدول ، ويكون ذلك بقسمة الزاوية المركزية للدائرة 
وقياسها 360 الى زوايا مركزية بقدر عدد الظواهر بحيث يكون قياس الزاوية المركزية لكل قطاع دائري متناسبا مع التكرار أما الظاهرة .

اي أن قياس الزاوية المركزية للقطاع الدائري الذي يمثل ظاهرة ما = تكرار الظاهرة     × 360


               مجموع التكرارات
لاحظ أن مجموع قياسات الزوايا المركزية لجميع القطاعات الدائرية = 360 

أما بالنسبة المئوية للزاوية المركزية للقطاع فتساوي  :  تكرار الظاهرة     × 100%
                                 مجموع التكرارات 

ويكون مجموع النسب المئوية للزوايا المركزية لجميع القطاعات الدائرية = 100% = 1 

مثال: 
تحوي مدرسة اساسية في قرية ستة صفوف فاذا كانت اعداد الطلبة في تلك الصفوف 

كما في الجدول التالي: 

	الصف
	عدد الطلبة

	الأول الأساسي
	36

	الثاني الأساسي
	34

	الثالث الأساسي
	32

	الرابع الأساسي
	30

	الخامس الأساسي
	23

	السادس الأساسي
	25

	المجموع
	180


1) مثل اعداد هذه الصفوف بيانيا بالقطاعات الدائرية
2) أوجد النسب المئوية لزوايا القطاعات الدائرية واثبت ان مجموعها = 100% .
الحل: 
قياس الزاوية المركزية لقطاع الصف الاول الاساسي= عدد طلبة الصف     ×360

                                                                          
عدد طلبة المدرسة

= 36
× 360 = 72


   180
وكذلك قياس الزاوية المركزية لقطاع الصف الثاني الاساسي = 34     × 360 = 68


        180
وبالمثل يمكن ايجاد  قياسات الزوايا المركزية لقطاعات الصفوف الأربعة الباقية وهي على 
الترتيب : 64، 60،  46،   50     ( بين  ذلك ) .

ثم نرسم دائرة ونرسم أي نصف قطر منها ثم نقيس بواسطة المنقلة زاوية قياسها 72 فيكون 
القطاع الناتج هو القطاع الممثل لعدد طلبة الصف الاول الأساسي .

ثم نرسم بجانب القطاع الاول قطاعا ثانيا وبزاوية مركزية قياسها 68 لتمثيل طلبة الصف الثاني الأساسي وهكذا بالتتابع .

 توزيع الطلبة في مدرسة اساسية في احدى القرى 
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2) النسبة المئوية لزاوية قطاع الصف الاول الأساسي = 36    × 100% = 20%

                                                                      180

النسبة المئوية لزاوية قطاع الصف الثاني الأساسي = 34   × 100% =9, 18

                                                                180
وهكذا لبقية زوايا القطاعات .

تمارين ومسائل:
1) باعت احدى المزارع كميات من الخضار والفواكه بالمبالغ المذكورة ازاء كل منها بالدنانير كما في
 الجدول التالي :

	النوع
	البندورة
	الخيار
	التفاح
	البرتقال
	الليمون

	قيمة المبيعات
	130
	60
	150
	210
	170


أ)  مثل هذا الجدول بيانيا بالأعمدة                                      ب)مثل هذا الجدول بيانيا بالقطاعات الدائرية 

2) يمثل الشكل المجاور مجالات نفقات احدى الشركات العاملة في مدينة الخليل بالدنانير سنويا. اعتمادا 
على هذا الشكل أجب عن الأسئلة التالية :
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1) ماذا يمثل المحور الأفقي؟

2) ماذا يمثل المحور العمودي؟
3) ما اكبر مجالات الانفاق في الشركة. وما مقداره بالدنانير؟
4) ما مقدار النفقات الخاصة بالنقليات؟
5) ما مجموع النفقات في جميع المجالات ؟
رابعا: تمثيل الجداول التكرارية بالمنحنياتFrequency Curves:

أولا: التمثيل بالمنحنى التكراري:
              لرسم المنحنى التكراري نتبع خطوات رسم المضلع التكراري نفسها والاختلاف الوحيد يكون في 

      الخطوة الاخيرة حيث يتم التوصيل بين كل نقطة والنقطة التي تليها بمنحنى متصل املس باليد بدلا من القطع المستقيمة بالمسطرة.

مثال: كانت علامات 40 طالبا في أحد الصفوف في فحص التاريخ كما في الجدول التالي .مثل 

الجدول بيانيا بالمنحنى التكراري: 

	فئات العلامات
	التكرار( عدد الطلبة)
	مراكز الفئات( العلامات)

	32-
	3
	36

	40-
	5
	44

	48-
	6
	52

	56-
	8
	60

	64-
	9
	68

	72-
	5
	76

	80-
	4
	84

	المجموع
	40
	


علامات 40 طالبا في فحص التاريخ 


عدد الطلاب
التكرار
                 مراكز الفئات ( العلامات)
ثانيا: التمثيل بالمنحنى المتجمع الصاعدCumulative frequency Curve :
تلاحظ في المثال السابق ان التركيز كان محصورا في عدد من المفردات ( التكرار) الواقعة بين حدي الفئة 

الواحدة .ولكن قد يكون من الضروري معترفة المفردات الذي يقل أو يزيد عن قيمة معينة 

ففي المثال السابق قد يرغب المعلم معرفة عدد الطلاب الذين تقل علاماتهم عن العلامة 45 اوعدد الطلاب الذين 

تزيد علاماتهم عن العلامة 72 ويساعد في ذلك جدول جديد يسمى الجدول التكراري المتجمع الصاعد كما يلي:

الجدول المتجمع الصاعد لعلامات 40 طالبا 
	الحدود العليا للفئات
	التكرار المتجمع الصاعد

	اصغر من 40
	3

	أصغر من48
	8

	أصغر من 56
	14

	أصغر من64
	22

	أصغر من 72
	31

	أصغر من 80
	36

	اصغر من 88
	40


ويلاحظ ان التكرار المتجمع الصاعد الاكبر هو 40 ويساوي مجموع التكرارت 

وتلاحظ أن عدد الطلبة الذين تقل علاماتهم عن العلامة 40 هو 3 طلاب 

وان عدد الطلبة الذين تقل علاماتهم عن العلامة 48هو 3+5=8 طلاب

وان عدد الطلبة الذين تقل علاماتهم عن العلامة56 هو 3+5+6=14 طالبا .....وهكذا .

وكذلك اذا أردنا معرفة عدد الطلبة الذين علاماتهم 80 فما فوق فانها = مجموع الطلبة – عدد الطلبة الذين 

علاماتهم أقل من 80 أي أنها = 40-36 = 4 

وكذلك عدد الطلبة الذين علاماتهم 64 فما فوق 40- 22 = 18 . 

ولرسم المنحنى المتجمع الصاعد بيانيا من الجدول المتجمع الصاعد نقوم بما يلي:

1) نرسم محورين متعامدين ونقسم المحور الافقي الى أقسام متساوية لتمثيل الحدود العليا للفئات عليه .
2) نقسم المحور العمودي الى أقسام متساوية لتمثيل الاعداد المتجمعة الصاعدة 
3) نضع فوق كل حد اعلى نقطة تبعد عنه رأسيا مسافة تمثل العدد المتجمع الصاعد المناظر لها.
4) نضيف حدا أعلى سابقا وتكراره صفر لاغلاق المنحنى المتجمع الصاعد
5) نصل بين هذه النقاط بمنحنى املس كما في الشكل .
المنحنى التكراري المتجمع الصاعد لعلامات 40 طالب

التكرار المتجمع الصاعد 


الحدود العليا للفئات
تمارين ومسائل :
1) كانت أوزان 60 قطعة ذهبية كما يأتي بالغرام : 
	فئات الأوزان
	40-
	45-
	50-
	55-
	60-
	65-
	70-

	عدد القطع
	5
	8
	11
	12
	11
	8
	5


مثل هذا الجدول بيانيا بالمنحنى التكراري. 

2) صنفت ليلى علامات طالبات صفها في امتحان الرياضيات في الجدول التالي: 
	فئات العلامات
	40-
	50-
	60-
	70-
	80-
	90-

	عدد الطالبات
	5
	8
	6
	9
	6
	5


مثل هذا الجدول بالمنحنى التكراري الصاعد ، ومن الرسم أجد عدد الطالبات اللواتي حصلن على علامة تزيد 

عن 70 .

مقاييس النزعة المركزية ( المتوسطات)Measures of Central tendency (Averages)                                                                                    

هناك أسس مختلفة يبنى عليها استخراج أو حساب القيمة المتوسطة مما انتج مقاييس مختلفة للنزعة المركزية 

سنهتم بثلاثة منها وهي :

1- الوسط الحسابي( المتوسط الحسابي)
2- الوسيط
3- المنوال
أولا: الوسط الحسابي ( المتوسط الحسابي ، المعدل ) Mean 

تعريف:الوسط الحسابي لمجموعة من القيم هو ناتج قسمة مجموع هذه القيم على عددها أي ان :

الوسط الحسابي ( س) = مجموع القيم 

                                    عددها 

1) الوسط الحسابي لبيانات عددية :
مثال :  اذا حصل 10 طلاب على العلامات الآتية في فحص التاريخ : 

85،52،62،43،80،75،68،70.،75، 60

أوجد الوسط الحسابي لهذه العلامات .

الحل :
 الوسط الحسابي =( س)  = مجموع القيم 

                                          عددها
     (س) = 85 + 52 +43 +80 +75 +60 +75 +68 +70 +62

                                               10

  ( س) = 670 = 67

                10
وبشكل عام فان الوسط الحسابي للمفردات هو مجموع المفردات 
ن
ملاحظة : انحراف القيمة عن الوسط الحسابي= القيمة – الوسط الحسابي 

وبشكل عام : مجموع انحرافات المفردات عن وسطها الحسابي يساوي صفرا 
2) الوسط الحسابي لجداول تكرارية غير مبوبة
مثال: سئل 50 طالبا عن عدد الساعات التي يقضونها يوميا في التعامل مع برامج الحاسوب فكانت 

اجاباتهم كما يأتي :

	عدد الساعات (س)
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	المجموع

	عدد الطلاب (ك)
	5
	12
	15
	8
	6
	4
	50


احسب الوسط الحسابي لعدد الساعات .

الحل: لايجاد عدد الساعات التي يقضيها جميع الطلبة في التعامل مع الحاسوب ، نكون حاصل الضرب 

( س× ك) وهو عبارة عن حاصل ضرب عدد الساعات ( س) في التكرار المقابل كما في الجدول الآتي .


(س) =  مجموع الساعات

           عدد الطلاب                                  
= مجموع ( س× ك) 
                     مجموع ك 

	عدد الساعات ( س)
	عدد الطلاب (ك)
	س× ك

	1
	5
	5

	2
	12
	24

	3
	15
	45

	4
	8
	32

	5
	6
	30

	6
	4
	24

	المجموع
	50
	160



  (س) = 160            (س) =   2(3
  50
طريقة ثانية مختصرة : الهدف من هذه الطريقة هو تفادي عمليات الضرب المطولة ان وجدت وخطوات هذه 

الطريقة :

1- نختار قيمة من القيم ونعتبرها وسطا فرضيا ونسميه ويفضل ان يكون الوسط الفرضي من بين
 قيم ( س) الموجودة في الجدول وأن يتوسط هذه القيم .

2- نستخدم عمودا ثالثا لايجاد انحرافات القيم (ح) عن الوسط الفرضي .
3- نستحدث عمودا رابعا لايجاد حاصل ضرب تكرار كل قيمة في الانحراف المقابل لها
 ( ك × ح) لايجاد جميع انحرافات القيم عن وسطها الفرضي .

	عدد الساعات
	عدد الطلاب( ك) 
	الانحراف عن الوسط الفرضي ( ح)
	ك×ح 

	1
	5
	1-3=-2
	-10
-22

	2
	12
	2-3 = -1
	-12

	3
	15
	3-3 = 0
	0

	4
	8
	4-3 = 1
	8
32

	5
	6
	5-3 =2
	12

	6
	4
	6-3 =3
	12

	المجموع
	50
	
	10


نطبق القاعدة :

قاعدة : 

الوسط الحسابي ( س) = الوسط الفرضي + مجموع الانحرافات عن الوسط الفرضي 

           التكرار 


أي أن س = ف +      مجموع ( ك + ح)                  

         
    مجموع (ك) 

اذن   س = 3 +   10   = 2(3

                       50
لاحظ أن الجواب النهائي هو الجواب نفسه الذي حصلنا عليه في الطريقة الاولى ( الطريقة المطولة) .

3) الوسط الحسابي للجداول التكرارية المبوبة : 
مثال: كانت الرواتب الشهرية ل100 موظف من موظفي احدى الشركات كما في الجدول الآتي بالدنانير :

	فئات الرواتب
	280-
	290-
	300-
	310-
	320-
	330-
	340-
	المجموع

	عدد الموظفين (ك)
	7
	10
	22
	30
	18
	8
	5
	100


أوجد الوسط الحسابي لرواتب هؤلاء الموظفين.

الحل : 
	فئات الرواتب
	عدد الموظفين (ك)
	مراكز الفئات (س)
	س×ك

	280-
	7
	285
	1995

	290-
	10
	295
	2950

	300-
	22
	305
	6710

	310-
	30
	315
	9450

	320-
	18
	325
	5850

	330-
	8
	335
	2680

	340-
	5
	345
	1725

	المجموع
	100
	
	31360


الوسط الحسابي= 31360 = 6(313 دينارا 

100
تمارين ومسائل: 
1) تقدم طالب لامتحان شهادة الدراسة الثانوية العامة وكانت علاماته في ستة مباحث كما يلي: 
82، 75 ، 83 ، 70 ، 92 ، 78 . جد الوسط الحسابي لعلامات هذا الطالب وأثبت أن مجموع انحرافات العلامات عن الوسط الحسابي يساوي صفرا .

2) اذا كان الوسط الحسابي لاعمار ثلاثة طلاب هو 13 سنة والوسط الحسابي لأعمار أربعة طلاب آخرين 
هو 15 سنة فاذا انضم الى المجموعتين طالبان عمراهما 10 سنوات ، 17 سنة ، ما الوسط الحسابي 
لأعمار الطلاب التسعة .

ثانيا: الوسيطMedian  

تعريف:الوسيط لمجموعة من القيم : هو القيمة التي يكون عدد القيم التي تقل عنها مساويا لعدد القيم التي تزيد عنها.

وباختصار هو القيمة التي تقع في منتصف مجموعة القيم بعد ترتيبها تصاعديا أو تنازليا .
1) ايجاد الوسيط لقيم غير مبوبة : 
لايجاد الوسيط لقيم غير مبوبة نتبع الخطوات التالية :

1) نرتب القيم تصاعدي أو تنازلي 
2) نجد رتبة الوسيط 
3) نجد قيمة الوسيط أو الوسيطين 
4) اذا وجد وسيطان فان قيمة الوسيط = الوسط الحسابي للوسيطين = مجموع الوسيطين 

                                
     

                                                                                        
2
مثال: حصل 7 طلاب على العلامات التالية في فحص اللغة العربية :

52 ، 70 ، 64 ، 70 ، 30 ، 44 ، 80 

احسب العلامة الوسيطية .

الحل: 

1) نرتب العلامات تصاعديا أو تنازليا 

               30 ، 44 ، 52 ، 64 ، 70 ، 70 ، 80

      2) بما ان عدد العلامات فردي وهو 7 فيوجد لمجموعة العلامات وسيط واحد رتبته 7 + 1     

2

= 4 أي أن علامة الطالب الرابع هي العلامة الوسيطية 

                  3) العلامة التي رتبتها 4 هي العلامة 64 وهي العلامة الوسيطية 

2) ايجاد الوسيط للقيم المبوبة بيانيا ( بالرسم) : 
مثال: كانت أجور 60 عاملة في الشهر في أحد مصانع الملابس بالدنانير كما في الجدول الآتي . احسب 

الأجر الوسيطي لهذا الجدول ؟ 

	فئات الأجور
	عدد العاملات ( ك)

	120-
	5

	124-
	7

	128-
	141

	132-
	18

	136-
	12

	140-
	4

	المجموع
	60


الحل: 

1) نكون الجدول التكراري المتجمع الصاعد كما هو في الجدول أدناه 
	الحدود العليا للفئات
	التكرار المتجمع الصاعد

	أقل من 120
	0

	أقل من124
	5

	أقل من128
	12

	أقل من132
	26

	أقل من136
	44

	أقل من140
	56

	أقل من 144
	60


3) نرسم المنحنى المتجمع الصاعد .
3)    نجد رتبة الوسيط =  مجموع التكرارت 

                                         2                             = 60    = 30 

                                                          2
4) نعين رتبة الوسيط بنقطة على المحور العمودي (أ) ونرسم من هذه النقطة خطا أفقيا يقطع المنحنى 

المنحنى التكراري المتجمع الصاعد

المتجمع الصاعد في نقطة (ب) ونسقط منها عمودا على المحور الأفقي يقابله في نقطة (ج) وتكون قيمتها 

هي الأجر الوسيطي كما في الشكل أدناه

الأجر الوسيطي = 133 دينار تقريبا

التكرار المتجمع الصاعد 
                     الحدود العليا للفئات

تمارين ومسائل:
1) كانت درجات الحرارة في سبع عواصم في أيام الشتاء كما ياتي:
5 ، 8 ، -3 ، 10 ، 6 ، -4 ، -7  جد درجة الحرارة الوسيطة .

2) اشترى تاجر 10 ساعات من أنواع مختلفة وكان ثمنها كما يأتي بالدولار : 
20 ، 52 ، 44 ، 63 ، 34 ، 50 ، 60 ، 72 ، 36 ، 54 جد ثمن الساعة الوسيطي 

ثالثا: المنوالMode     : 
تعريف:

المنوال لمجموعة من القيم هو : القيمة التي تتكرر أكثر من غيرها ( القيمة الأكثر تكرارا ) 
وقد يكون لمجموعة القيم منوال واحد ، أو أكثر من منوال ، وقد لا يكون لها منوال .
1) المنوال لقيم غير مبوبة :
مثال: أوجد المنوال للعلامات في كل حالة مما يأتي :

1- 70 ، 82 ، 50 ، 73 ، 82 ، 90 ، 65 
2- 70 ، 82، 50، 73، 82، 90، 50
3- 70، 82، 55، 73، 85، 90، 50
الحل: 

1) يوجد منوال للعلامات الواردة في فرع أ وهو  82 لأنها تكررت مرتين وبذلك تكون قد تكررت أكثر من غيرها من العلامات 

2) يوجد منوالان للعلامات الواردة في فرع ب وهما 82 ، 50 لان كلا منهما تكرر مرتين
3) لا يوجد منوال للعلامات الواردة في فرع ت  لانه لا توجد علامة تكررت اكثر من غيرها من العلامات
2) المنوال للجداول التكرارية : 

لايجاد المنوال في الجدول التكراري نبحث عن الفئة التي تكون تكراراتها أكبر عددا من تكرارات غيرها 

وتسمى هذه الفئة بالفئة المنوالية ( وهي التي تضم المنوال) وفي هذه الحالة فان: 

المنوال التقريبي = مركز الفئة 

وقد يكون للجدول التكراري منوال واحد أو اكثر وقد لا يكون له منوال على الاطلاق 
مثال: أوجد المنوال في كل من الجداول الآتية التي تمثل توزيع أعمار (40) طالبا في احدى المدارس :

جدول رقم (1)

              جدول رقم (2)
                               جدول رقم (3)
	فئات الأعمار
	التكرار

	8-
	7

	10-
	9

	12-
	7

	14-
	9

	16-
	8

	فئات الاعمار
	التكرار

	8
	6

	10-
	8

	12-
	10

	14-
	9

	16-
	7


	فئات الأعمار
	التكرار

	8-
	8

	10-
	8

	12-
	8

	14-
	8

	16-
	8


الحل: 
في الجدول رقم (1) نلاحظ أن الفئة 12- يقابلها أكبر تكرار وهو 10 وعليه فهي الفئة المنوالية 
ويكون مركزها هو المنوال.

اذن المنوال = 12 + 14 = 13

   2
· في الجدول رقم (2) نلاحظ أن كلا من الفئتين (10-) (14-) يقابلها أكبر تكرار وهو 9 وعليه تسمى 
كل منهما بالفئة المنوالية ويوجد منوالان .
المنوال الأول = مركز الفئة (10-) = 10 + 12 = 11


   2

     المنوال الثاني = مركز الفئة (14-) = 14+16 = 15

2
· في الجدول رقم (3) لا يوجد منوال 
تمارين ومسائل: 

1- كانت أعمار 6 طلاب كما يأتي بالسنوات،احسب كلا من الوسط والوسيط والمنوال لهذه الأعمار
12 ، 13، 16، 12، 15، 17

2- سئل 15 طالب في الصف الثامن عن عدد الساعات التي يقضونها في الدراسة يوميا فكانت اجاباتهم كما 
في الجدول الآتي:
	عدد ساعات الدراسة
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	عدد الطلاب
	1
	2
	2
	5
	3
	2


احسب كلا من الوسط الحسابي والوسيط والمنوال لعدد ساعات الدراسة .
المئيناتPercentiles :

لقد درست سابقا مقاييس النزعة المركزية ومنها الوسيط الذي يعرف بانه القيمة التي يقل عناه أو يساويها نصف 

القيم ويزيد عنها أو يساويها نصف القيم الآخر وذلك بعد ترتيب تلك القيم تصاعديا أو تنازليا . واذا استخدمت 

النسبة المئوية في تعريف الوسيط فهو القيمة التي يقل عنها أو يساويها 50 % من القيم ويزيد عنها أو يساويها

 50% من القيم ( بعد الترتيب تصاعديا او تنازليا) وفي هذه الحالة يسمى الوسط ايضا المئين 50 ويرمز له 

بالرمز م 50 والعدد 50 يسمى الرتبة المئينية .

المئين:

اذا تم ترتيب مجموعة من المشاهدات تصاعديا فان القيمة التي يكون اقل منها أو يساويها 
س% من المشاهدات وأعلى منها أو يساويها ( 100 – س) % من تلك المشاهدات تسمى 
المئين س ويرمز له بالرمز م س حيث تأخذ س القيم 1، 2، 3 ....99 .
ان حساب المئينات مفيد في كثير من التطبيقات العملية فقد يقر معلم اعطاء أحسن 10 % من الطلبة في امتحان 

الرياضيات جوائز تقديرية ويحتاج بذلك معرفة العلامة الفاصلة التي تحد من يستحق هذه الجائزة أي أنه بحاجة 

لمعرفة العلامة التي تقل عنها أو يساويها 90% من الطلبة . اذن فهو بحاجة لمعرفة المئين 90 .

سيتم شرح كيفية حساب بعض المئينات المشهورة مثل م 25 ، م 50 ، م 75  لجداول التوزيع التكرارية حسابيا 

وبيانيا ، وسيستحسن حساب المئينات عندما يكون عدد القيم كبيرا نسبيا حتى لا يشترك أكثر من مئين بنفس 

القيمة.

المئينات للبيانات المبوبة في جداول توزيع تكرارية :
يمكن استخدام التناسب لحساب قيم تقريبية لهذه المئينات كما هو مبين في المثال الآتي :

ملاحظة:   ( بمكن ايجاد المئين بالرسم من المنحنى التراكمي)

                     المدى الربعي = الربغ الثالث م 75   – الربع الاول م 25
مثال: الجدول التكراري المجاور يمثل علامات 40 طالبا في امتحان 

الاحصاء : احسب لهذا التوزيع التكراري :

	الفئات
	التكرار

	30-39
	1

	40-49
	2

	50-59
	5

	60-69
	11

	70-79
	14

	80-89
	5

	90-99
	2


1- Lower quartile  م 25            

2- م 50 

3- م 75 Upper Quartile
4- الرتبة المئينية  للعلامة  86 .
الحل:  

لارتباط المئينات بالتكرار التراكمي ، فاننا نكون جدولا بالتكرارت التراكمية للحدود الفعلية للفئات كما يأتي : 

	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59
م 25
	8                   
10           

	أقل من 5(69
	19

	أقل من 5(79
	33


	أقل من 5(89
	38


	أقل من5(99
	40


1- المئين 25 ( م 25)Lower (first)  Quartile  
حيث أن الرتبة المئينة تساوي 25 فان عدد القيم التي تقل عن م 25 يساوي 25   × 40 = 10 قيم 

                                                                                            10

بما أن عدد القيم التي تقل عن 5(59 يساوي 8 قيم وعدد القيم التي تقل عن أقل من 5(69 يساوي 19 قيمة ، اذن 

القيمة العاشرة تقع بين 5(59 و  5(69 وباستخدام التناسب نجد أن : 

م 25 -  5(59 = 10 - 8

      5(69- 5(59
19 -8
م 25 -  5(59   =  2

         10
11
11(م 25 -  5(59) = 2× 10

م 25 -  5(59 = 20


  11 
م 25 = 5(59 + 8(1= 3(61

أي 25% من العلامات تقل عن العلامة 3(61 .

2- م 50 الوسيط : Median (second Quartile) 50th percentile
عدد القيم التي تقل عن م 50 يساوي    50  × 40 = 20 قيمة .
                                             100
	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59

	8


	م50
أقل من 5(69
	19                  

	أقل من 5(79
	33


	أقل من 5(89
	38


	أقل من5(99
	40



10

كما سبق في حساب م 25  فان عدد القيم هي أقل من 5(69 يساوي 19 قيمة وعدد القيم التي هي   أقل من 5(79
هو 33 قيمة اذن القيمة العشرون تقع بينهما وباستخدام التناسب نجد أن : 
م50 - 5(69    =      20- 19  
    
5(79 - 5(69
32- 19 
م50 -  5(69      =       1

      10
  14
م50 -  5(69      = 10

14
م50    = 5(69   +   10  
                           14
م50    = 5(69   + 7(0
م50    = 2(70
أي أن 50 % من العلامات تقل عن العلامة 2(70 

ج- م 75: عدد القيم التي تقل عن م 75 يساوي  75 × 40 = 30 قيمة 
                                                            100

	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59

	8


	م50
أقل من 5(69
	19                  

	أقل من 5(79
	33


	أقل من 5(89
	38




30
باستخدام التناسب كما سبق فان: م 75 -    5(69 = 30 – 19 =   11   


   5(79 -  5(69    33- 19         14
14 (م 75 -    5(69) = 10× 11 

م 75 -    5(69 =   10 × 11
                  
   14

م 75 = 5(69  +     10 × 11


  14

      = 5(69+ 9(7 = 4(77 

أي 75% من العلامات تقل عن العلامة  4(77 .

د- الرتبة المئينية للقيمة 86 :  القيمة 86 تقع بين 5(79 ، 5(89 وباستخدام التناسب فان: 
	الحدود الفعلية للفئات
	التكرار التراكمي

	أقل من 5(39
	1

	أقل من 5(49
	3

	أقل من 5(59

	8


	
أقل من 5(69
	19                  

	86
أقل من 5(79
	33
    

	أقل من 5(89
	38




ك 
5(89 - 5(79    =   38   - 33 
   86- 5(79
ك - 33
10      =         5  
5(6
 ك -33
ك – 33 = 5 × 5(6 

  10
ك = 33 + 25(3 = 25(36 عدد القيم التي تقل عن 86 وعليه فان نسبة القيم التي تقل عن 86 تساوي :

25(36    × 100% = 6(90 % أي ان رتبة المئينة للعلامة 86 هي 91% تقريبا .
   40
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عناصر المثلث ستة : ثلاثة أضلاع ، ثلاثة زوايا. 


Three sides and three Angles








تعميم : مجموع  قياس الزوايا أي مثلث =180.





تعميم: تتطابق المثلثات إذا تساوت أضلاعهما المناظرة وتساوت زواياها المناظرة.
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التكرار
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قيم الانفاق 





التكرار





قاعدة :


ج = ن / 2 ( أ + ل )                              . . . (1)


ج = ن / 2 (2أ + (ن – 1 ) د )                 . . . (2)








بشكل عام : 


يمكن إدخال وسط حسابي بين العددين أ ، ب فيكون هذا الوسط = أ + ب / 2 وتشكل الأعداد


 أ ،أ + ب /2 ، ب متتالية حسابية. وإذا كان أ ، ب عددين فإنه يمكننا ادخال عدة : س ، س ،س  ، . . . ، س أوساطا حسابية بين العددين أ ، ب لأن كلا منها يكون وسطا حسابيا للعددين المجاورين له في المتتالية.


























الحد العام لأي متتالية حسابية حدها الأول وأساسها د هو ح = أ + ( ن – 1 ) د








تعريف :


المتتالية الحسابية هي متتالية التي يكون فيها الفرق بين كل حدين متتالين مقدرا ثابتا.يسمى 


الفرق الثابت بين أي حد والحد السابق له مباشرة أساس المتتالية.








خواص رمز المجموع     :





1)   ك∑  = ك × ن ، حيث ك ثابت ، ن   ط 





2)   أح∑ = أ( ح∑) ، حيث أ ثابت 





3) (ح + ه ) ∑= ح∑   + ه∑ 








تعريف:


في المثلث القائم الزاوية : 


جيب الزاوية الحادة = المقابل  


                            الوتر


جيب تمام الزاوية = المجاور  


                          الوتر






































































































































PAGE  
55

_1213970750.unknown

_1215248034.unknown

_1215248051.unknown

_1215247613.unknown

_1215248003.unknown

_1198864216.unknown

_1198868441.unknown

_1198938512

_1198946302.unknown

_1213970587.unknown

_1198946398.unknown

_1198941698.unknown

_1198869268.unknown

_1198917582

_1198917664

_1198917438

_1198869041.unknown

_1198869072.unknown

_1198866357.unknown

_1198867379.unknown

_1198868401.unknown

_1198868430.unknown

_1198866435.unknown

_1198866147.unknown

_1198866166.unknown

_1198864419.unknown

_1198632551.unknown

_1198863565.unknown

_1198864097.unknown

_1198864133.unknown

_1198863922.unknown

_1198846792

_1198854528

_1198774091

_1198778788

_1198621669.unknown

_1198628207.unknown

_1193852821.unknown

_1198621632.unknown

_1192914228.unknown

